Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commcrcial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automatcd  qucrying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark" you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  andhclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http  :  //books  .  google  .  com/| 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Urheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  partnerschaftlicher  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  für  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  für  diese  Zwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  fiir  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .corül  durchsuchen. 


■V^v^ 


^ 


TC^AN' 


"» 


•     9t  « 

.    r  »   . 


»         r-  •  *  <  ' 


•      •   • 


'        '     mt 


<        • 


•  ■>  - .  ■» 


Nr.  der 
Abhandlung.  ^  Heft.    Seite. 

Mechanik. 

XX VII.  lieber  den  Schwerpunkt  und  dessen  nützliche 
Anwendung  in  der  Stereometrie.  Von  Herrn 
Corneille-L.  Landrä,  Privat- Lehrer  der 
Mathematik  fn  Utrecht IV.         361 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

XXXI.    Zur  Charakteristik  des  Astronomen  Friedrich 

Theodor  Schubert  von  £.  M.  Arndt     .     .     IV.         479 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

XXV.  Zwei  arithmetische  und  eine  geometrische  Auf- 
gabe Ton  Herrn Doctor  Christian  Fr.  Lind- 
man  in  Strengnäs  in  Schweden        .     .    •    III.        352 


Literarische   Berichte  *). 

CLHI I.  1 

CLIV. II.  1 

CLV III.  1 

CLVI IV.  1 

*)  Jede  einzelne   Nommer   der  Literarischen   Berichte  ist  für  sich   bo- 
»nders  paginirt  von  Seite  1  an. 


folglich 


und  verwandter  Körper.  11 


_       G   4g  — A 


and 


.      Gh   Za-h 

Für  h^s^a»  oder  das  halbe  Ellipsoid,  erhält  man  hieraus*) 

-      26a 

oder  wenn  inan  mit  6  und  c  die  beiden  anderen  Halbachsen  des 
£llipsoids  bezeichnet y  wodurch  G  =  bcn  wird , 

2a6c7r 


/  = 


3 


Die  Verdoppelung  hiervon  giebt  das  ganze  Ellipsoid.  Man 
kann  dasselbe  aber  auch  direct  haben^  wenn  man  (?=0«  Dz=:bcfc 
und  A  =  2a  setzt.  ^ 

Im  Parabel oid  hat  man 

G:D  =  hi\, 

folglich 

G 


und 


z>  =  ^ 


,_Gh 


Im  Hyperboloid  sei  2a  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe der 
Achsenschnitte.     Dann  wird 


folglich : 


G:ö=A(2a+A):,^(2a  +  ^), 


G  4a  +  A 


4    2a -fA 
und 


*)  Im  halben  fiUipsoid  ist  i>  =r  {  G,   im  Paraboloid  (s.  unten)  D=i\0, 
im  Kegel  i>=:]^(r,  welche  Zusammenstellung  auch  nicht  ohne  Interesse  sein  mag. 


20  Fiedler:  Ueber  die  der  Ellipse  parallele  Curve 

in  Bezug  auf  die  Veräuderiiche  k  ist  die  Gleichuo 
der  zum  betrachteten  EUipsoid 

a^^  ö^^  c^"^ 

parallelen  Oberfläche,  d.i.  die  Gleichung  der  Obe 
fläche,  deren  auf  den  Normalen  des  EUipsoids  gerne, 
sener  Abstand  von  diesem  Letzteren  un veränderlic 
und  =  r  ist. 

Indem  ich  darauf  zurückkomme,  schliesse  ich  zugleich  die  v< 
Cayley  von  andern  Grundlagen  aus  neuestens  gegebenen  Er 
Wickelungen  über  denselben  Gegenstand  an.  (Man  vergleiche  ,,A 
nali  di  Matematica  da  B.  Tortolini'%  t.  111,  p.  311  u.  345.) 

2.  Die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Sätze  zuerst  erwei 
sich  leicht.  Denn  was  den  ersten  anbelangt,  so  repräsentirt  b 
kanntlicb  die  Discriminante  der  Gleichung 

*[(x-a)«  +  (y-i3)«-r«]  +  g  +  ^-l  =  0, 

welche  in  der  oben  gegebenen  Form  erhalten  wird,  und  an  d 
angefiihrten  Orten  in  der  kürzeren  Gestalt 

A».  ^+  Ä».  &  +  k.Si  +  -^1=0 

geschrieben  worden  ist,  die  auch  hier  beibehalten  werden  soll,  d 
System  der  drei  Paare  von  geraden  Linien,  welche  durch  die  v! 
Durchschnittspunkte  des  Kreises 

mit  dem  Kegelschnitt 

hindurch  geben,  oder  die  Gegenseitenpaare  und  das  Diagoi 
lenpaar  des  gemeinschaftlichen  eingeschriebenen  Vierecks. 


24 


Fiedler:  üeber  die  der  Ellipse  parallele  Curve 


Wurzeln  besitzen  und  ihre  Discriminante  nach  ifc  muss 
also  Null  sein. 

IVlan  bildet  diese  Letztere  durch  Elimination  aus 
entweder  in  Form  der  Determinante : 


=  0, 


U,  30,  2Ä,  01,  0,  0 
0,  U,  30,  2Ä,  01,  0 
0,  0,  U,  30,  2Ä,  01 
0,  2Ä,  30,,  4^1,  0,  0 
0,  0,  2Ä,  301,  4^1,  0 
0,  0,  0,  2Ä,  30i,4z/i 
oder  in  der  entwickelten  Form 

256^»z/,  8  +  0«0i«Ä«  +  UiJJi^&^Sl  +  lUJ^Ji  0i«Ä 

+  36z/i  0»0i  Sl  +  36z/0i  30Ä  +  16^^i  ft* 
=  40»0i»+4z/0i«Ä8+ 4^102^3+  27z/i204+27z/«0i4+6^z/i0a0i* 

+  192^^,2001  +  128^«z/i2Ä«  +  8O^z/i00iÄ*, 
und  in  der  brauchbarem  reducirten '^) 

4(4^^1  —  001  +  -j-)» 
=  3V(72^-^iÄ+900iÄ— 27z/0i«— 27^/101«  -2Ä»)« 


•)  Man  verdankt  diese  Reduction  der  Discriminante  einer  binären  Form 
des  vierten  Grades  den  Herren  Boole  und  Cayley.  Wenn  man  sie  in  der 
Form 


0    0.  /Ä\* 


s 


schreibt,    so  erkennt  man  darin  die  von  jenen  gegebene  Relation  der  Invarian- 
ten der  gedachten  Form 

oder 

Ä8  =  277^. 


und  die  dem  EUipsoid  parallele  Fläche.  25 

Man  erkennt  daraus  leicht,  dass  die  Gleichung  der  Pa- 
rallelfläche  in  1,  17,  ^  von  der  zehnten  Ordnung  ist. 

5.  Ich  beabsichtige  augenblicklich  nicht,  in  die  Discussion 
derselben  einzugehen,  aber  ich  bemerke,  dass  dieselbe  besonders 
auf  der  reducirten  Form  zu  verweilen  haben  wird.  Folgende  Er- 
gebnisse aus  der  Theorie  der  binären  biquadratischen 
Formen  gewinnen  für  dieselbe  entscheidende  Bedeutung.  Für 
die  Form 

Ax"^  +  iBx^y  +  6Ca;  V  +  4i>ar//3  +  %*  =  0 

lassen  sich  beide  Invarianten  iS  und  Tals  symmetrische  Fun- 
ctionen der  Wurzeln  ausdrucken  ,*  nämlich,  wenn  die  vier  aus  der 

X 

Gleichung  entspringenden  Werthe  des  Verhältnisses  —  durch  a, 
|3,  y,  d  bezeichnet  werden, 

r=  («-^)«(y-d)2(«-y)(i3-Ä)  +.... 
oder: 

und  ebenso : 

Es  ist  nach  Salmon's  Bemerkung  vortheilhafter,  diesen  letz- 
teren Ausdruck  in  der  Form 

r=  [(«-/S)(y-«)-(«-y)(Ä-/S)][(«-y)(Ä-/J)-(«-«)(/S-  y)] 

X  [(«-ö)(/5-y)-(«-/J)(y-Ä)] 

zuschreiben;  denn  nun   erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

gleichmässig  die  Bedingung  ausdrücken,  unter  wel- 
cher die  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln  hat;  und 
dass  speciell  T  =  0  die  Bedingung  ausdrückt,  unter 
f^elcher  die  vier  Wurzein  der  Gleichung  —  durch  Punkte 
einer  Geraden  oder  Strahlen  eines  Büschels  repräsentirt  —  ein 
harmonisches  System  bilden. 

0.     Cayley  gelangt  am  angeführten  Orte  zu  derselben  Glei- 
chung für  die  Parailelfläche  des  Ellipsoids 


weiche  Wur^eiu  euäieeAer  Gleichungen  dnreieiieti.  43 

(-ad/+ati+y/+/Jfii)(/»+e«)  +  («e/+«*ii+/W/+j5n  +  ym)(P+Q) 

Hierin  sollen  die  Glieder  mit  P^+Q^  niid  P-^-Q  verschftrinden^ 
80  dass  die  beiden  Glelchangen 

— ttdl-\-an-{-yl+ßm  =  0 
und 

asl+adm  +  ßöl+ßn+Ym  =.  0 

za  losen  sind.    Die  erste  wird  mit  — ß  und  die  zweite  mit  a  mal- 
tiplicirt: 

aßdl'-ßfi^       ßhn      —  a/J»  =s  0 
aHl^^aßSi^9^&m'\-aym-{'aßn  =:  0 

addirt:    (««e+aa/ja— jjy)/+(a«*+«y— /J«)m  =  0. 
Dieser  Glelohnng  wird  genügt»  wenn  wir 

/=— «««— ay+/3* 
ond 

setzen.    Die  Gleichung  ^ 

—  ad/-f  ait-f  y/4-/?m  =  0 
oder 

Oft  =  {aS — y)l—  ßm 
verwandelt  sich  dann  in: 

an  =  {aö— y)( — aH  —  «y + /J«)  —  ß{a^s  +  2aßd  —  /Jy) 
=  —  a»a«  -  a«/J«  —  «/S'Ä+tty*. 

Folglich  Ist: 

n  =  —  «•«*— «j3c— /3«Ä+y*. 

Es  bleibt  dann  im  Nenner  noch : 

(2aS^+ßs)l+(ae  +2j3«)m  +  y^ 

stehen,  was  aus  den  gefundenen  Werthen   von   /,  m,  n  zu   be- 
rechnen ist. 

•  Nun  ergibt  sich    auch,  warum  wir  oben  den  ersten  rational 
zu  machenden  Nenner 

P  +  Q-ah'-'ib 


«  ^ 


58 
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60  JUärcher:  üeber  die  Kettenbrüchey 

.   Hieraus  folgt,  weil 

+  a(ar3+6r*5+cw2+Ä8)  =  w* 
ist: 

Wir  haben  nach  §.  6. : 

F  = 

oder,  wenn  nach  k  geordnet  wird: 


F  = 


oder: 

Auch  haben  wir  nach  §.  7.: 
W-  ^a[a{kp^r)^^b(kp\r)^{kq-{^sHc{kp  +r)(Ä:y+5)«+fl?(A:^+«)a 
oder: 

^  "  +  "*  H  3Ä[(cip  +  ifty)rH§(6p  +  cq)rs-[^^\{cp'\rdq)s^\ 
oder: 

Auch  ist       UV=    U^to^^kh)-{-M{v'—kW) 

addirt:     JF+3äF=  'iifc»«?  —  3ä«ü  +  w', 
folglich : 

IF  =  2Ä«iD— 3)t2o— 3A:F+tr'  =  it[Ä(2Aio  —  3tj)  -  3  F]  +ti?' 

Die  beiden  Formeln: 

F  =  Ä(A:w — 2ü)  +  o' — A'to' 


62  ülärcker:  (Jeder  die  ICeUenMleäe, 

III)     ^^+^^-'  =  -^0,34571, 

wobei  17P+/Ö =--0,39520  und  /7»+^e««— 20,0660 
ist 

Für  I)  haben  wir: 

5         -^+<p,- 
Nach  §.  2.  ist 

worin  A  =  0,  a  =  5,  6  =  4,  c  =  —  6,  rf  =  —  2  ist,  also : 

^»-  iö  ~    io~"~'+92 

Der  zugehörige  Näheningswerth  ist  {^,  der  vorhergehende  y>  a 

19 
r=0,  «=1,  p  =  l,  <7=  1,  <=9  =  1,  t«=a/>  +  469'  =  -ö^; 

to=    a(ap3+6p«7  +  cp^«+rf98)  =  5(5+4— 5— 2)  =  10.       ' 
Demnach 

.^*~  iöT  "~     10    ~"^  +  ^3* 

Der  Näherungswerth  ist  ?,  also  p  =  6,   9^=7,  t=i7,  m= 

25 
Es  ist  fD=10,  fe'  =  10,  tj=20    t>'=— -^,  Ä;=:6,Ä:'=  1,  al 

F=Ä(ÄM?— 2ü)+tj'-ifeW  =  120— -  —  10=^, 

pr=Ä[Ä:(2Äw— 3ü)-3F]+ti>'=6(360-305)  +  10  =  340. 
Also: 


welche  Würzein  cubischer  Gieicäungen  darstellen.  63 

7(P'+g')  +  X<^+Q)+X_  411.089     ,      1 

,,,  =  34Ö  -  -§4(r  -  ^ + ^• 

Der  Näherangswertb  ist  i ;  al8op=7,  9=8,  <=8,  «=5.7-|-|.8 

_137 

305 
Nun  ist  to  =  340,  w'  =  10,  «=^'  r'=20,  ife=l,  Ä:'==6,  also: 

F=Ä(ÄtD-2t?)+ü'~)i'tr'  =  340-^^  + 20-60=^, 
FF  =  Ä[Ä(2;tic-3c)—3F]+tc'=:  680— 305-290+10=95, 

8(i>HO')  +  -3-(P+Q)  +  ^      974.4594      ,,      1 
94=  95  =~95"~-'"+9s' 

Die  Entwickeiang  stellt  sich  also  folgendermassen  dar: 

5  "9)1  ' 

i«+Q'+5(P-^Q)-f  ,1^1 

"»= iö =1+^' w«=r 

19 

'^= iö =®"'"^'  "»  =  7' 

7(P«+Q«)+^(P+Q)  +  ^  1  7 

'^=  34Ö ^'■'"vi'    "*=§' 

''•= 95 =  *"  +  ^'    "»=87' 

u.     s.     w. 

Ebenso  ist  die  Entwickelang  der  Wurzel  II);  nur  rauss,  weil 
sie  negativ  ist,  ihr  Gegentheii  genommen  werden.  Wir  setzen 
daher  — y  statt  or  in  die  Gleichung  5a;^+4a:*— 5ar — 2  =  0,   Also: 

5^»— V— 5y  +  2=r0. 


64  Mär  eher:  (Jeder  die  Kettenbrüche, 


NuD  haben  wir  a==5y6=— 4,  c= — 5,<2=2.  Die  Cubikwurzeln 
P  und  Q  haben  jetzt  den  entgegengesetzten  Werth  von  vorher, 
und  wenn  wir,  der  Vergleichung  weg^n,  den  vorigen  Werth  von 
P  und  Q  beibehalten,  so  muss  der  Coefficient  von  fP+gQ  jetzt 
entgegengesetzt 9  aiso  nicht  z=zap+ibq,  sondern  = — ap — ibq 
genommen  werden.  Ausserdem  verfahren  wir  wie  vorher.  Wir 
haben : 

-(//>yQ)-<-{^j32653=,n.I. 

5  ^g>i 

9P^+fQ^-(ah  +  iö)(fP+gQ)  +  aH^+Ubh+iac 

und,  weil  Ä=  1, 

9"'—  iü  -^ö~— '+^' 

Der  Näherungswerth  ist   i,  der  vorige  if  ^^^^  p=^»  9=3, 
r=:|,  s=),  f=3,  «==— o;>-i69=:--20+4=— 16; 

u  =  —  a[(ar  +^6«)/?^+  ?  (6r  +  cs)pq  +  (icr + ds)q^] 

176     _  _\       155 


=-<f-7.«)  =  f. 


fu  =  a(aj»» + öp^q  +  cpq^ + dq^)  =  5(320— 192  -  180  +  54)  =  10. 
Demnach 

155 

65 
Der  Näherungswerth  ist   tq.     Daher  p  =  65,    ^  =  49,  ^  =  49, 

u  =  — ap — ibq= g-,  tr=10,  w'=JU,  »  =  -g-/t>'=Q-»  ä=i:16, 

Ä'  =  3, 

also: 

F=;fc(Äw-2t?)  + tj'--^ÄW=  16 (^^^-^^)  +  ~ -3^ 


IQi  Grunert:    üebpt  die  ZtrUiun§  der  FMnctUm 

■ 

über. 

II. 

Ao8  den  drei  Gleichurigen 

a^pp',    bi=z^qp'^p^\    c  =  gg' 
folgt: 

cp^—bpq  +  aq^  =  p'^qq'  —  pq  {qp'  -\^pq')  +  q^' , 

cp'^-bp'q'faq'*:^p'^qq''-p'q'(qp'+pq')  +  9'^'; 

also : 

iep^^ipq   +a^*=iO, 

Aus  den  drei  Gleichungen, 

a=pp'9  ^d^srp'  +pr' f    f=^rr' 
fcigt: 

ai^'^dpr+fp'^^ii^pp' — pr(rp'+p»'')+p'rr', 

ar'^'-dp'r'  +  /Jp'«  =  r'^p'  -p'r'  (rp'  +pr')  +p'«iT' ; 

also: 

iwr^ — dpr   +fp'*  =0, 

Aus  den  drei  Gleichungen 

c^qq',    e=^rq'  +  qr',    f^rr' 
folgt: 

cr'^-^eq'r'  +  /y«  =  r'*^?' — q'r'  (rq'  +  ^)  +  ^'«rr' ; 

also: 

l  CT*  — e^   +fq^  =0, 
10) J  # 

Ol. 

Wenn  nun  a  nicht  verschwindet,  so  haben  wir  zur  Bes 
mung  von 


ist: 


ax^-^'^wp-i-ep^'t-dx+^-^f  in  vmei  Umare  Faeiaren.      109 


r         fr<f~2tfeJ:dV6«~4ac 
P  2aVft»— 4ac 

P'  2«V^Ä*-4äc 

MaD  bat  also  die  vier  Formehi: 

j»"^  2a  '    p'""  2o 

J  y  __  ,  ftd— 2aedb<^Vft*— 4ac 

16)..         <^  ^-±  ^^^^^y—- 

y      _  6<f  — 2ff  g  T  <<  V  6*— 4flc 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
ziehen, die  aber  nur  unter  der  Voraussetzung 

6«-4ac^0 

gültig  sind. 

Wenn  6*— 4ac  =  0  ist,    hat  man   die  keine  Zweideutigkeit 
lassenden  Formeln  14)  anzuwenden. 


IV. 


Wenn  c  nicht  verschwindet»  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von 

P       P'        A    ^        ^' 
— »    ^   und   — ,     -T 

q     ^         9     9 

oach  8)  und  10)  die  folgenden  Gleichungen: 

\q'J        c    &  '  c 


Qod: 


\qj        e  q^  c 


ax*-i'ä^'{-cff^i'dX'i'ep'^rin  %»ei  iineare  Facioren.^    115 
Man  kaon  nocb  andere  Ansdrflcke  fi|r 


r' 


q       V 
finden.    Nach  dem  Obigen  ist  oämüctp: 

weil  nun,   wie  wir  schon  wissen: 


l8t,  90  ist : 


a  2c 


and 


p'      ,        6e— 2ci{  =F  «  V6*— 4ac 
9'  2c 


(^_|)=TV^6i=iS-e; 


Dach  dem  Vorhergehenden: 


9 
folglich  y   wenn 


r     -^- — 3—         Ae'-'SccIdb^V^*— 4ac 
-V6«-4ac=± 2^^ > 

T'rr^ — T~     _»e-2crfT«V6«-4ac. 


6«-4ac^0 


ist: 


r  __  I  A« — 2cd±e  V^&* —  4qc 
^~"~         2cV^6*— 4ac 

r'  __  _  &e  7-  2crf  T  g  V  6*— 4ac 
,     9^""^  2cV6«^=lac 

Man  hat  also  die  vier  Formeln: 


118  Grüner l:    Veber  die  Zerlegung  der  Fmuäan 

Au«  den  in  16)  gefondenen  Formetn: 

r  ftrf  — 2fleJ:<^V6«  —  4flc 

in  denen  6* — 4ac  als  nicht  Terschwindend  Foraasgesetzt  worden 
ist,  folgt: 

,Lj     a    x»"      .  (*d— 2ac)«  dfc  <«(*<«  -2ae)  V  6«  —  4ac 
(6d-2ae)-=± ^^VP^^^^ ~"' 

V  2öV6«^^^c 

also,  weil 

(bd  -  2ac)«  =  (6«— 4ac)  (d'^—iaf) 
ist : 

25)  I  ^  **  

Aus  den  in  22)  gefundenen  Formein: 

r  _     be-'2cd±eV^^^^^iac 
q^  2cV6«— 4ac 


r^  _      6e— 2cdTeV^^~4flc. 

in  denen  gleichfalls  6*  —  4ac  als  nicht  verschwindend  vomiisge- 

setzt  worden  ist,  folgt: 

* 

(ft^  — aC«)  — =  +  ^'^ r — 77=7^=7= ~~» 

^  q  2cV^6«-4ac 

(6.-.2crf)^,=  T 2cV6i34^c ' 

also .    weil 

(6r — 2c<0*  =  (**— 4ac)  (e«— 4c/') 


124  Oeiiinper:  Oeber  beiUwumte  imegraie. 

^  12) 


0 

o 

0 


0 


o 

U.      8.      W. 


Die  Werthe  sämmtlicher  Integrale  sind  positiv,  wie  sich 
folgert.  Der  Werth  von  Ig 2  ist  zwischen  zwei  auf  einandc 
gende  Brüche  eingeschlossen. 

Aus  Nr.  4)  und  5)  ergeben  sich  folgende  Formen : 

13) 

a+  bx^        b^^\        "*■  2m 6  ""  (2fii— 1)6«  ■*"•••         i 

0 


14) 

.2m 


a+6ar  ""  6««»+«         +(2m+l)6"~  2mb 


Ä' 


§.3. 

Bringt  man  nun  mit  den  in  §•  2.  erhaltenen  Resultaten 
Ausdruck  lg (1 -fo:)  in  Verbindung,  so  erhält  man  nach  de 
wohnlichen  Methode: 


I 


Oettinger:  Otter  beiUmmte  ln$t§roU.  ]2& 

1) 

0  0 

i 

uod  hldraus  durch  Einf&braog  aus  Nr.  7)  §.  2. : 

3) 

/s  2*"— I  1  .T*       ^>  «*" 

0 

Anf  gleiche  Weise  eotsteht  durch  Int^B^tion  und  Einflihrung 
aus  Nr.  8)  §.2.: 

3) 

0  o 

—     2m+l    *^*+^^  ""2111+11,1  ""2^  ^  3  -  +  2m+l/ 

Ffir  die  Greusen  zwischen  0  und  1    ergeben   sich   folgende 

Formen : 

/W»ig(i+x)a*=4(i-i+|-J+....-l)     ' 


=  ^^."-(-)-'s- 


8) 


/»—..,.    xo        2lg2  1      „1.1        .       I    , 

0 


Hieraus  erhält  man  folgende  Integrale: 


I\ 


iSß  0^tHn§€r:  Dtker  beOtnante  Intefn'^it. 

ft) 

/i  1 

xlg(\-trx)dx  =iv 

o 

/i  2  5 

a:»lg(l+a;)a^=3lg2-|g> 

0 
0 

/i  2  47 

0 

/i  37 

o 

/i  2  319 

aj«lg  ( J +aj)8:r  Ä  y  !g2 — 2040.» 
o 

/i  ,        ^         533    . 


o 

IK      S.      W. 


Verbindet  man  mit  den  aus  Nr  4)^und  5)  sieh  ableiten« 
und  in  Nr.  6)  angegebenen  Ausdrücken  der  Reihe  nach  die  Wer 
tti ,  a^,  «3....,  so  erhält  man  folgende  Darstellungen: 

7) 

O 

+  :s.-(_)«^(^,«(-)»-xi). 

8) 

o 

+  2i«-.+i  (-)»2it:i(^,„(_)u-iiy 

Hierin  hat  man  in  dem  Gliede  links  und  dem  ersten  Gli 
rechts  statt  u  allmälig    die  Werthe  zwischen   den  angegebe 


188 


OetHnger:  Oeter  b^Ommte  lute§rmle. 

0 

/l  «M  -1197 

(1  -  a:)»Ig(H-a;)aa:  =  ^  Ig2— ~. 


a.  s.  w. 


Aus  den  Darstellungen  Nr.  9)  bis  12)  leiten  sich  folgen« 
tegrale  ab: 

14)    . 


0 
0 

/' 

0  ' 


/■ 

.    0 

/' 

0 

/' 

0 

/■ 

0 

r 


—  X* 


^^Ig(l+ar)a«=2lg2-j. 

^"lg(l+:r)a^=|lg2-|, 

"^Ig(l+«)aa:  =  ?lg2-{g, 
-«».,,.    ,a       46,  „     3739 


X' 


~   I   /i  .    ^a        -^ö,  „      1J23 

Uf  s.  w. 

16) 

^lg(H-;r)8ar  =  2lg2-j. 
±J*lg(l+a:)ax  =  |lg2-|. 


—  «4 


+« 


— a: 


lg(H-;r)a;r  =  ^lg2-^. 

46  6589 

Ig(l+«)a:r  =  ^lg2-3ggg. 


:p^lg(H-^)8x=^lg2-3gö5. 


O 


U.  s.  w. 


0$i$in§er:  Vt^  bMiwmU  hu$§rai9.  129 

5.4. 

Behandelt  man  auf  gleiche  Weise  das  Integral  /2r*»*i|g(l— a;)dar, 

so  ist 

1) 

«»-Mg(l-«)&c  =  —  lg(l  -»)  +  i   /      j^8ar. 
0  o 

Darcb  EinfiahraDg  des  Wertiies  ans  Nr.  II)  §.  %  entsteht 

-      2) 

x-ilg(l-:r)8»=^lg(l -«)-^(«  +  |-  +1  +....^) 

0 

and  för  die  Grenzen  zwischen  0  und  1 

3) 


1^1^      1, 1  C(l,2^..m)«-^ 

911    1.2.3. ..m 

0 

HieriD  bedeutet  0[l9  2,3....iii)"*~^  die  Summe  der  Producte  der 
Verbindungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen  1,2,3. ..,m 
zur  nt— 1  Classe.    Hieraus  erhilt  man  folgende  Integrale: 


4) 

y*'     lg(l-d:)aa:  =  -.I, 

o 

/i  3 

0 

/^  11 

a:*lg(l  — a:)3a?=  —  jg , 

0 

/^  25 

a?'lg(l— ar)8j:  =  —  jg , 
0 

0 

/i  49 

0 


ISO  Otttinger:  V€ber  beHhnmte  Integrmle, 


o 

/i  761 

arng(l-ar)8a:  = 


2240* 

o 

U.   8.  W. 


Verbindet  mah  auch  hier  die  aus  Nr.  3)  fliessenden  Ausd 
der  Reihe  nach  mit  Oq,  üi,  a^,...  und  verfahrt  wie  in  §. 
schah,  86  erhält  man  folgende  Darstellungen: 

5) 

0 

6) 

/l  I ^m  1  1 

-.0  .    .  y  i 

•  ■  •  "  * 

7)  •■ 

Werden  die  Vorzahlen  der  Potenzen  des  ßinomiums  (1 
statt  der  a  eingeführt^  so  erhält  man  folgende  Integrale,  d 
weiteren  Anwendungen  dienen: 

8) 
J'\l  +  x)\g(l-x)dx=-l, 

0 

/i  28 

(l+ar)«lg(l-a;)8^  =  — ö^, 

o 

(l+:r)»lg(l-:r)8a;=-^, 
o 

y  \l  +  x)*lgO-x)Bx  =  -  ^ . 

o 

/^  3377 

(l+a:)»lg(l-a:)8^  =  -^. 


o 

U.    8.    W. 


OeUinger:  üe^  öesiimmte  Ini»§raie.  131 

Aus  Mr.  7)  und  8)  Le^gsHA  f^lgei^e  Iqtegrale  al|(. 

9) 

0 


r^\-a*.  ,.       ..  415 


J     l-«*v-^J°*-v    3600 


13489 
3600' 

IL   S.    W. 


10) 

o 

0 

>il+ar»,  ,j       ,.  286« 

P^\-x\  „        ,„  1399 

y      l+j'g('-^)ö^  =  -36ÖÖ' 
o 


u.  s.  w. 


I.»  -.i 


ll!*.       ■     ■'. 


Nachdem  id  diesem  Paragraphen  gea^eigt  ist ,  wie  die  in 
Nr.  9)  und  10)  aufgestellten  Integrale  gefunden  werden ,  und  das- 
selbe auch  von  den  in  §.  3.  Nr.  14)  und  15)  aufgestellten  gilt,  so 
wird  im  Folgenden  auf  Integrale  dieser  Form  nicht  weiter  Rück- 
sicht genommen  werden.     Die    Darstellung  der  Integrale  dieser 


/i      i    •  w    2*lff2 

(l  +  ar)«-Mg(l+ar)8ar  =  -^  - 

0  :•  '.  •    - 


m* 


woraus  sich  folgerfdl»  Integral^  ableiten.:  - 

2) 

^^g(l+Jr)Sa;  =  21g2-l, 
/*\l  +  a:)  lg(l  +  a:)3a:  =2lg2- 1. 

Z^' (1  +  *)«tg(i +.«)at=5tg2-g. 

y*  ^1  + a;)»lg  (1  +  ar)8:r  =  4  lg  2  - 1^ , 

0 

(l  +  a;)*  Ig  (1  + af)8*  = -g  lg2  -  ^ , 

0 

/i  32  7 


0 

u.  8.  \r. 


Aus  Nr.  6)  §.5.  erhält  man  für  q^l,  p=l  und  m — I  statt  r: 

■       '  3) 

1-  -  .  l 


/'(»-^)"^^g(l-f^* 


and  man  erkennt,  dass  die  iueraus  sich  ableitenden  Integrale  die 
Glieder  der  zweiten  reciproken  Poteti^^lie  bifden.  Setzt  man 
^fjn — 1  statt  r,  jr=l,  p  =  l  in  Nr.  4)  §.  5.,  so  erhält  man: 

4) 

/i  lg(l+a:)Sx_        Ig2       2~—  1 
(l+:r)"H-i    -      «,2«  +  i««  2«* 

Diess  föhrt  zu  folgenden  Integralen : 

5) 


/^i|g(H-a>)8ji_      Ig2^1 
7         (l  +  a?)»     -~  2   +2' 


138  OeiHm^er:  üeäer  bestimmte  imefrate, 

2) 

/^«-i8}±|a- = ^^' ig(i+ -)-^^»ga— ) 

0 

+  5^r+i^^  +"2 +T+—";jr)- 

Hieraus  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1: 

3) 

0 
0 

Hieraas  ergeben  sich  folgende  Integrale; 

8) 


y     Igj4|3^  =  2te2, 

0 

0 

/»»         1+a;         2lg2       3 

0 
0 

J    *''gr=:i3*=-7-  +  i2' 

0 


u*  s«  w« 
Man  kann  nun  die  in  3)— 6)  enthaltenen  Darstellungen  ii 


140  '    Oettinger:  Veber  bestimmte  Integrale. 

8) 

0 
0 

I 

0 

u.  s.  w. 
9) 

/l'°  1-1- :K  4  1 

0 

0 

rSi      axsi    l+«a       32,   _       38 

0 

/•^,      «*i   1+^0       256,   -     1321 
/     (l-^')*»gr:ii8^=3l5's2-3-78Ö' 

0 

u.  s.  w. 
10) 


0 
0 
0 


u.  s.  w. 


0  ein »0  er:  üeöer  öesUmmie  ItUegrmie.  141 

11)  ' 


/»  l+a;„        8 

*(»-«*)' '«illi^*= 45' 

0 
0 


128 
1576 


a.  s.  w. 


Diese  Darstellungen  lassen  sieb,  wie  man  siefat»  beliebig  wei- 
ter fortsetzen. 


§.8. 

Z&hlt  man  die  Gleichungen  Nr.  2)  §.  4.  und  Nr.  2)  und  3)  §.  3. 
zusammen,  so  erhält  man  nach  den  nölhigen  Umformungen: 

I) 


n 


2) 
a:*.|g(l  -  a^)aa;  =  ^J^|g(l  +:r)  +  ^gjj^ry  Ig(l-x) 

0 

~  2^+I^^  +  "3  +  y +• '^iS+l^- 

Für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  folgt  hieraus : 

3) 

/*'_../,      ««  1  /.  .  1  .  1  .     Ix  1  C(l,2....m)"-i 

j  x«-Mg(l-a:«)8x=-^(l+^  +  g+...-)  =  -^    1.2.3..:m   ' 

i  4)         • 

/i  2lff2  2  11  1 

^Ig(l-.i^)8^  ==  55jlpT^ -2;j^(l +3  + 5 +....2;;^,). 

0 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 


X42  09Uin§er:  Oeöer  öegämmfe  Inieffraie, 

'       5) 


o 

/    o:  Ig  (1— a;«)8«  —  "^  2 ' 

0 

/i  2  8 

0 

/i  3 


/i  2  40 

a:4|g(l-.a:«)aaf=  5lg2~75* 

/i  11 

0 

/*  *  orölg  (1— a:«)aa?  =:  |  lg2  — 
0 

/i  25 


352 
736 


/i  2  1126 

0 

/i  ]37 

.T,»lg(l-a:»)Ö^=-gÖQ. 


a.  s.  w. 


Werden  auch  diese  fntegrale  nach  den  früher  gemach 
merkangen  mit  den  Vorzahlen  der  Biuomien  (Idb^)  ^^r 
80  erhält  man : 

6) 
(H-ar)«lg(l-a:«)8a:  =  ^Ig2-^  , 

0 
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/i  32  255^ 


10) 

/»  7 

;»(!+««)  Ig  (l—j;*)8a:  =  —  g» 

0 

C  '  jr(l  +a;«)»lg  (l^r«)»^  =  -  ^ ' 

0 

/i  969 

^(l+^)^lg(l-a:a)8i  =  "-g6 

0 


11) 

/*  ^  ä(1— ar^)  Ig  (1  -  a;«)8j:  =  -  g , 

0 

/* '  a;(l— a:2)«lg  ( l  -  ar2)a^  =  -  ^ , 

0 


o 


50' 

o 


12) 

o 

Dieses  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  von  dem  in  Nr.  6 
aufgestellten,  wenn  dort  q^z.r,  r  =  m  und  p  =  l  geschri 
wird.  Die  Vergleicbung  der  eben  in  Nr.  6)  — tO)  aufgest( 
Resultate  mit  den  in  §.  5.  entwickelten  allgemeinen  Formen  2 
dass  man  auf  dem  bisher  befolgten  Wege  eine  reichere  AusI 
von  Integralen  erhält ,  als  diejenigen  sind,  welche  sich  aus  i 
meinen  Integralformeln  ableiten  lassen. 
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7) 

/*j;^"'8a?       xf^-^  00^-^  a«m-^      o^    /*^     dx 

a+bßf*"  6(im^l)  ""  62(4m-3)""         ¥^  ^  h^J      a-^bx^ 

0  o 

8) 

o  o 

10) 

/**ar*»+89j.^    0?^+^        aa?*"»  a*»»ar*       a*«+^    /**    arS^ 

/        a  +  6a:a~6(4m+2)"^6Mm''**'*"Ä2^r2~"6«^+iy      i+6^* 

4)  O 

Dii^in  ist: 

II) 

o 

12) 

/^    xdx  1         g+6ar^ 

«  +  6ar2""26'^        a        * 

o 

Aus  Nr.  6)  leiten  sich  folgende  Integrale  ab : 

13) 

l  +  ^r«-      4' 

O 

/i    xdx  I 

o 

r+^ — 4"*"*' 

0 
0 

1  ar*8a;  n      2 


/ 


l  +  ar«*"     4       3' 
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0 

"=    4m +  2   '^^*+'*'*^"" 4^+2 Vi  T+  6^  •  •  +  ^H^/ 

^) 
ir'a:«"»+»lg(l+a:«)8ar 

0 

^^4m+»  2ÄrcTga;  2  a?»     jt*  £*»+» 

—  4^+3 'S ^^+'*'''^""   4m  +  3    +Sm^^'^'"T+¥--  "im+ä^' 

5) 

0 

-     4ih+*    'S^*  +^  ^  +  4^+4U  ■~T+  6  ••  •^4";r+4;' 
Für  die  Grenzen  zvi^ischen  0  und  1  entsteht  hieraus: 

6) 

/i        '  '  Ie2  «2  1 

0 
0 
0 

y  x*-.+»lg(l+x«)8;r=3^(l-i  +  4-J....-2^). 

0 

Hierauf  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

/*'     lg(l  +  a:*)aa;=lg2  +  |»-2, 


0 


y'a:  lg(l  +  a:«)Sa:  =  lg2-^. 

0 

y*'ar>lg(l  +  «»)aj;  =Jlg2r-J  +  |, 

O 
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P^  l 

/     ar8|g<l+a?«)ar=g, 

0 

O 

/*' j:»lg(l +a;«)3a:  =  glg2-3g, 

0 

y*a;«lg(l+««)8j:  =  7lg2-Q  +  73g. 


o 


/«  1  KOK 

a:8Ig(l  +a:«)8ar  =9lg2  +  ^—2^' 


0 

U.    8.    W. 


Werden  dieise  Darstellungeh  ai|f  die  frOber  angegebene  Weise 
behandelt,  so  leiten  sieb  bieraus  folgende  integrale  ab: 

8)  ■  \ 

y  '  (1  + «)  lg(l  +  a:«)^«  =  aig2  + 1 -  I , 

0  .       . 

y*\l+x)«lg(l+a:«)aa:  =^lg2  + J-f . 

0 

y(l+^)»lg(l+^*)9^=5lg2-g, 

0 

0 

y*  \l+x)»lg(l  +  ««)ea:  ='|lg2- 15-^, 


0 


9) 
y\i-«)  lg(H-««)ar=.2»-§. 
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/i  '2  9t     5 

0 
0 

0 

/i  o„       Ol 

(l-:r)»lg(l+^«)a^=-y  +g. 


r 

U.   8.    W. 


10) 

0 

y  *  a;(l  +  a;»)«lg  (I + ««)8a;  =  gig  2  -  ^ , 

0 

y*  *  «(1 +««)»lg(l +a:«)aa:  «2lg2- Jg , 
y*  '  a?(l  +  a:a)*lg  (1  +«2)8a:  =  ^  Ig2  -  ^ , 


U.      8.      W. 
11) 


/i  2"'le2      2"+^ 1 

:r(l+a.«)".  lg(l+^8.  =_ij_  ^^^_. 


0 

12) 


0 

y  *a:(l-a:«)«lg(l +a:«)8«  =  glg2-?, 

0 

y  ar(l-a;«)»lg(H-a;a)aa;  ^2lg2  -  ^ , 

o 

ya;(l-««)«lg(H-;c«)8a;  =  ^lg2-^, 


U.   8.   W. 
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Das  in  Nr.  11)  angegebene  Integrftl  ist  ein  besonderer  Fall 
TOD  dem  in  Nr.  4)  §.  5.  angegebenen,  wenn  dort  r  =  m,  ^  ^  2  und 
p=:l  gesetzt  wird.  Die  übrigen  Integrale  lassen  sich  nicht  aus 
den  in  §.  5.  angegebenen  Gleichungen  ableiten.  Man  sieht,  wie 
die  hier  aufgefundenen  Darstellungen  ein  reiches  Feld  der  An- 
wendung haben. 


§.  11. 

Verbindet  man  die  Darstellungen  in  Nr.  6)  §.10  mit  denen  In 
Nr.  3)  und  4)  §.8.»  indem  man  in  letztere  die  entsprechenden 
Werthe  für  m  einftÜift»  so  erhSit  mant 

I) 

/i  14-^^  lg2  9V  4  1 

0 

2) 

0 

3) 

t 

4) 

0 

Hieraus  leiten  nich  folgende  Integrale  ab: 

5) 


0 

o 


3 '82- 6 +3. 


V 


152  Oetlinger:  (Jeder  hestimmte  Integrale. 


1    < 


J    ^'gr:^^  =  -"r+iö+l5' 

0 


y'ar'lg 


1— ar* 

O 


l+a;«  1 


U.   8.    W. 


Werden  diese  Integrale  mit  den  Vorzahlen  der  Potenzei 
Binomitnns  (Idb^)  verbunden,  so  entsteht: 

6) 

O 

O 

(l+ar)»lgj^8x  =  lg2  +  |. 

0 

y     (l+a:)*lgi^:^=:g»g2--g-  +  -j3-, 

0 
0 

u.  s.  w. 
7) 

0 

J    (i-^)*ig  ni;p8^  =  -  T  '«2  +  3  +  3 ' 

0 

(l-^)»lgj£-^8a:=-5lg2  +  ^. 

0 


1 54  Wttttn'feri  • '  -  mfei^  btMhmu  Int^rale; 

'■  .  •■••-     .  .."■'■         2)     ;••  •  •■    ;.     '    ^    '••. 

Hieraus  Leiten  sich  folgende  ,Ifijtegrale.;^b:  'v 

■    .       .. '     }\ 

x'\g(\-x*)da:  =  -;^. 

^      a:*lg(l— a?«J8a;=±-g— +  jQ— ^, 

/>  . .  .    ■  ■      '   •  1  •  ■.  •      4  .■ 

ä:»lg(l-ir*)3a:=glg2-g. 

f  >.g(i=....)a.=5^t2^iL^^. 

/i  3 

o     , 

^'  ^8|g(l-a:*)8x=|lg2+^-^, 

u.  s.  w. 
Ebenso  erhält  map  durch  Anwendung  der  angezeigten  Mett 

■■  6) 

/'  (H-a?)lg(l-ar4)8ar=4lg2  +  4»-5, 

O 

(l+a;)»lg(l-a:*)8ar=;6Ig2+4«- ^. 


/*  'I  103 

(l+^)»lK(l-a:«)8«=9Ig2-^, 


a.  s«  w. 


y  '  (l-a:)lg(l-ar«)8a:=2lg2+i»— 3, 

O 

^'  (l-«)«lg(l-a:*)aar=2lg2+i«-^, 

^      (l-ir)*lg(l— ir^ar=:-^ ^'^^  -s^, 

J      (1  —  ar)*lg{l— a:*)öa:  =  — g 3"  "*"  lÖ' 


n.  s.. w. 


8)      \ 


18 

^'  a:(H«*>«lga)-**)dir=2»k2-Hi' 

Q.    S.-  W. 

/'  ar(l-ir«)lg(l-**)3a;=lg2-i 
/'  a:(I-^Ä»)»lg(l^a*)8*=t^-S,    . 
^'  j:(I-a:«)»lg(l-a:*)a:r=2Ig2- J. 

erner  erhält  mao  aus  Nr.  6)  §.  &. : 


.< » 


11* 
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I 

•  '  I 

/     «.tai-i-iion-Lo.t\;)^— - — Ü5 — -^«.^-^-^a— 1X1 -L^ 


r        0 


Ö«fl 


-<»^ 


/'  '*"+'•«(!  +**)»*=(ferfbv3-&i.l^^*-*+*- •  •+6;^^ 


0 

3  ,      ,  1 

Hienms  ergeben  sich  folgeode  IntegrfJe: 

f  ' 

y*'  lg(l  +  a:»)8a:     =     2lg2  +  ;^-3, 


45 


/i '  ~  or        3 

a:Ig(l+a:»)84?  =     2v3""i' 

0 

/l  TT  9 

0 

,y^'a*lg(l  +  *»)8x=     ?i|2^g^+^; 

0 

/**«»lg(l +«•)?«=     ^, 
0 

J      a;«lg(H-a!»)a«=     -^-  +  ^^3-196' 


Wi  OeiHnfer:    ü^er  beHimmte  hUegraie. 

Ti:ii;^-40g(*-i;-iig3+2:^3). 

Hierin  w^rde  lg(ar — 1)  vor.erst  belassen.     Bemerkt  man,  dai 


(  '  •     '  ' 

so  fallen  die  uneteoKcIV  gross   werdenden  -  Werthe  aus  den 
stelliiqg^n  weg  und  die  Gleichungen  Nr.  5)  gehen  in.  folgende 

V^^-        •  ''       ^'^   7)  •'   ■ 

/^^lg(l^i.B)8a:*y^(lg3l^^ 

0  .  •'•••       .     .'  ■      .    ■  ••         •        ' 

/ '  *^«ig(i-^)a^^-^a  + 1 + ^ + .... -l^). 

0 

/ 

Hieraus  leiten  sich  folgende  .Integrale  ab: 

8) 

f"  ^lg(l-a:3)8:r=     JlgS-jJ^-f; 
0       ,   ..  ,  •  - 


/   ^  a;3|g(l— a:*)3a:  = 


Ig3      ^ 15 

8  +8V3     16' 

0 


0 
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0 

/»i  *«8a:_    1    .    ,  2  +  V2.    . 

/i   dr«dar       1 

Hieran  reihen  sich  folgende  als  Fortsetsang  der  Integrale  in 
Nr. 3)»  wenn  die. Integrale  in  Nr.!)  swiscben  den  Grensea  von 
0  und  1  genommen  werden : 

4) 
J     rrii-"-|v2<'82=:V2  +  "^  +  '' 


l+«*-"8+2' 

O 

o 

J     rM*=-4'«2+4' 

O  . 

r^  £^_        1    ...2  +  V2  .    _      4 

7    rpi*-   4v2^*2::m^+''^'~5: 

r+ar*"     8  "3* 


n.  8«  w. 
Wird  nun  die  Gleichung 

8) 


/^W+-.a«^=!«^'-|/^». 


oder»  um  die  Bntwickelang  abznkürsen. 


^  ■ 
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y^^^^3=-4>g(l+-+ 


2Ar+l.    1 


V3  +:^^'^*rsT7^ 


V3 


a:*  .  a;^ 


T^i"  j.  "■   7    ■    •••' 


^Sm-fl 


iO 


5m  +  l 

3"*"6^**^9"  +  —  3my* 

Hieraus  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  folgende 

Integrale : 

.J     l+ar+ara""3V3+*+^^«+-3m-l     ^' +'+'^+  '-3111—2^' 


), 


3m— 1 


,,    ri:^+^=i'83-g^3+i(l+HH....-)-(i+i+i+... 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

5) 


/ 

n 

/ 
/ 

o 

/ 

0 

/ 


Sit 


7t 


l+ar  +  ar* 


3V3* 


=  -41^3- 


n 


7C 


a^dx 


Jt 


3V3 


i. 


l  +  ar+^r«*^ 

l+ar+ar«""     ''^'^~"6V3      6 


x^dx 


1+0;  +  ^* 
i+x+x^ 


— .      II   Q        Jr        11 
11 


7Ü 


3V3     20' 

u.  s.  w. 

f 

Benutzt  man  die  Gleichung 


/',r-»lg(l  +  :r+^«)a^  =  ^lg(l+:r+a:«)-.^/j^g^ 

^2    r  x^^^dx 
m^  l  +  j?+ar*' 
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11) 

/i  3  3» 

(l-x)lg(H-^+a:«)aa;  =  jlg3  +  ^^-2. 

/l  7C  31 

(l  -  a:)«lg(l+a:+a:»)aar=  :^  -  Ig . 

/»             .      .             -  «           9lg3       9«      3 
(l-^)9|g(H-4:+a:«)aa:= |-  +  8v3-i' 

/»  „  27le3        9«        411 


U.    8.    W. 


.      .     §.  17. 

In  gleicher  Weisie  lässt  sich  das  Integral 

y  ^m-l  lg  (1  _  ^  ^  ^2)  Qx 

darstellep.     Man  erhält  durch  Division : 

1) 
—  x-^  —  or-ö  +  aj^»-  o:"  ....  (-)r-ia:-3r+i  (_) 


X 


und  man  hat  in  dieser  Darstellung  zwischen  einem  gerader 
ungeraden  r  zu  unterscheiden.  Es  entstehen  daher  bei  Entn 
lung  des  vorstehenden  Integrals  sechs  Formen^  von  denen 
zivei  Reiben  mit  abwechselnden  Zeichen  umschliesst  und  voi 
Integralen 

r        dx  /*      xdx  f     x^dx 

•'   T^x+x^'    J  l  —  x  +  x^'    J  l-^x+x"^ 

begleitet  ist,  von  welchen  sich  das  letztere  auf  folgende  \ 
zerlegt : 

Werden   die  aus  Nr.  1)  sich   ergebenden  Reihen   der  Reihe 

mit  fx^"*Sx,  fx^"^^^dx fx^"*-^^dx  verbunden   und    zwi; 

den  Grenzen  0  und  x  integrirt,  so  ergehen  sich  folgende  Fo 
die  wir  in  abgekürzter  Gestalt  angeben : 
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l     \-x\x^~J     \-x\x*      •     ^    '      3tt-l    ^^    ^    '      3«—^' 

i 

l    l  —  x+x^—4     l-«+a:»    -^i     l    J       3g      *i     t    ;      3,_1> 

„     l-x+x^~4      \-x+x^^^     ^    '  3u+l        •     ^    '■     3«' 

/*^6m+»Sx           /**      Bx          „„           a:'»+«     „.            a:»»+» 
z. zr — 1   i± j.  2r.*"^j-'4»- i-^^*<»^ ^»^^ . 
„      l-x-Vx*-    »5     1-x+x^^    "^    ^  3«+2^*""     ^    '  Zu+V 

/**a;«™-H8a;  /*»    xdx      .  ^ »_,    ,  «'"+'.„«   /    v  a;»"+« 

./  u=^+F»=-^  L=^^t^o'^->"3ir+i+^o'^(-)"3irr2' 

•f       1— ar+a:*~     «^      I— a;+ar«^        »    -  ^~^  3«+l 

+^o-(-)-3;r+-3- 

I3ie  begleitenden  Integrale  haben  folgende  Werthe: 

3) 

^  rr^T^»=v3*^''*'*s-^7r+v3^''=*Sv3' 

J    1=^^  =  4lg(l  -  ^ +0;«)  +  :^Arctg  -;^^  +  ^  Arctg  ^, 

t 

Werden  die  Integrale  in  Nr.  2)  zwischen  den  Grenzen  von  0 
und  l  genommen,  so  gehen  sie  mit  Rficksicbt  auf  Nr.  3)  m  fbl- 
gende  über: 

4) 

0        1— — 


6/niag;i;  TV  }  1 

+  1  — i+}- +ÄzrxT'"i(^"~i+i—""«>:;;:;)' 


^+ar«-      3v3  '  •      '  •  ^   •'  ■  6m+l      '^*      '^^  ^••-      2m 

/l  ^6m+3g^  27r    '  ,      ,  1  1 

0   i::^?r^=^''375'*^*'^^+"*  "•"6^+2+^"^^+'""^+^ 


-  *  -- 
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O 


/i  ^         403 

^•'«(^ -^  +  ^'^^^= 7V3— ÜTÖ' 

O 

O 

u.  s.  w. 
Ferner  ergeben  skh  hi«rauB  folgende  Integrale: 

-.9) 

I 

./     (l+a;)lg(i-a;+a:»)8a:  =2^-3, 
(l+a;)«lg(l-J^f ««)8x  =  :^  - 1|. 
^\H-:r)31g(l-^+44)Ö:r  =  ^-^, 
/\l+.)^rg(l-^+a:«)a;r  =  ^-^, 

u.   s.   w. 
10) 
/ '  (1  -ar)  Ig  (l-a:+&«)  8a:  =     gjä  "  ^ ' 

y '  (1  -^)a  Ig  (1  -^+a:2)  8a:  =  -  .~  , 

J     (l— ^)*Ig(l-a:+ar2)8a:=:  — g^+ggg. 


u.  s.   w. 


Merkwürdig  ist  der  Zusammenbang,  worin  die  Integrale  N 
mit  denen  in  Nr.  8)  stehen. 


ekme  Weff$ckaffun§  des  »mHim  GU^tks.  1^ 

3  sich  zur  BestimrauDg  der  Grusaen  p^q/an^pis  gi  die 
ieu  GleichoDgen  ergeben: 


\ 


P+Pi  =  o, 

9  +  PP1  +  9i=^' 
9Pi+P9i  =  c, 

US  der  zweiten  und  vierten  dieser  Gleichungen  folgt 
9  +  ^1=6— ppi,    iqgi=zid; 

4ggi  =4rf; 

!h  durch  Subtraction : 

8S  man  also  die  beiden  Gleichungen: 

aus  denen  sich: 

)t. 

[ach  der  dritten  der  vier  Gleichungen  2)  ist  nun  ferner 

2c  =  2gpi+2pgi, 
»ach  3): 

2c=    ib'-ppi)pi  ±pi  V  (6— i^jöi)*— 13 
+(6— ppi)p  iFpV(6-i3jpi)*— 4rf, 
IS  sich: 

2c  =  (6-f>pi)(jt>+ft)  +  (f>-jpt)V(6— ppi)«-4d, 
nach  der  ersten  der  vier  Gleichungen  2): 

2c=za(b^pp^)^^^p^p^)^r^^pp^^-4d 
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[131 
4  /"sin  JH  cos  ÜH  ~  ««)  co«  wCh  -  ^%)  »'"  Kh  -  g«) 

[14]       tangi(,,  -  c)  =  V^*'"^ ^'^"  "^  tangi(^=^ 


tangiHtangi(ia— Ca) 


Aus  [14]  folgt  sodann: 


[15]    tangi(5i  -  «i)  t§ngi(*i  -  &i)  =  tangi(5a— Ca)coti%, 

*  fl6]  tangK^i— fli)coti(*i— 6,)=coti(«,— a,)tangi(j^-6a),. 

fl7]  tangi(»i  — «i)  tang  J(5a— -o^ 

=  tangi(*i  — fti)tangi(«,-.6.)  =  tangi(*i  — Cj)  tangi(«.— c^ 

=:C0tj-5i  COt^Ss» 


[18] 


tangisi  tang  i(*i  —  Ci)  =  cot  ^^2  cot  4(5»  —  c»). 


Eine  Verbindong  de?  Formeln  [7]  unter  einander  durch  Diyi- 
sioYi  liefert  aber  auqh  noch  folgende  Resultate: 


Ci«] 


tangici 
tang  1^1 

COt^Ci 


_co8^(<a  — iig)co8i(<g— 6a) 
"~"        sin  is2  sin  ^{s^  —  Cj) 

_      cos|^cos^(sa — Ca) 
""sin  i(5a— <>a)  «'"  ¥(*2  ^  ^2)  * 


tang  1(^1  —  Ci)_8}ni(^g--  fla)si"jr(*2'~^a) 
tangici  sini5asini(5a — Cj) 

tang  i(si  —  Ci )  _       cos  ^j^  cos  ^(s^  —  gg) 
cot  ici        ""  cos  i(*a — «2)  cos  ^(«2  —  62) ' 


von  welchen  eine  Rückkehr  zu  früheren  Formeln,    namentlich  zu 
der  dritten  Formel  in  [2]  und  ^u  [14]  leicht  mOglich  ist«. 
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^ 


XVI. 

Bemerkung  za  Schlomilch'fi  Auflösung  der  biqua- 

dratischen  Gleichungen  ^). 

Von 

Herrn  Dr.  G.  F.  Meyer 

in  HantiATer. 


1. 

Heiast  die  aufzulSsende  Gleichung  des  vierten  Grades 
1.  a:*  +  aa;2  +  6a:  +  c  =  0, 

so  IcaDD  man  diese  nach  Scblumilch  in  eine  reciproke  von  der  Foc — t 

verwandeln,  indem  man  statt  x  schreibt: 

b 

Die  CoefQcienten  a  und  ß  werden  dabei  definirt  durch   die  GK 
chungen : 

.  46       ^      66«  +  4fl<g 

und  für  die  Grossen  q  und  s  erhSIt  man  die  Beziehungen: 

5. 


-^yliOi^^-iff-^^i^-^^^ 


*)  Siehe  Zeitschrift  für  Mathem.    und  Physik   von  $ 
milch,  Cantor  und  Witzschel.    Jahrg.  6.    Heft  1.    S.  50- 
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•:":        1'".       !■'     r     ♦, 


ir 


Ueber  bestimmte  Integrale. 

(Fortseteung  von  Tbl.  XXXIZ.  Nr.  IX.) .     j 

VOD 

Herrn  Dr.  X.  Oettingery 

Mathematik  an  der  Uniteraität  in  Frei  bürg  i.  B.      . 


IM. 

f  19. 

,1  •  ■ 

In  6.  5.  warde  folgendes  Integral  entwickelt: 

.1)  ..■    \  •■•'■•         ■  .     - : 

0  .  » 


/  . 


•\' 


^^  man  auch  In  folgende  Form  umsetzen  kann: 

2) 


/*  1  Hl 


0 


^ort  warde  bemerkt,  dass  m  eine  positive,  ganze,  und  gebrochene, 
^  aber  nur  eine '  positive  ganze  2ahl  sein  kann. 

Diese  Integrale  wurden  vielfach  und  namentlich  von  Eul^er 
^^d  Legendre,  von  letzterem  unter  der  Benennung  „Euler- 
^  ehes  Integral  zweiter  Art*',  untersucht.  Sie  lassen  Be* 
^^chtungen  zu,  die  bisher  nicht  hervprgehobep  wurden.  Sie  sollen 
^ler  in  Kürze  nachgetragen  werden. 

TUU  XXXIX,  li 
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Beide  Integrale  gelten  auch,  wenn  r  eine  gebrochene,  pos 
und  negative  Zahl  bedeutet.  Diess  zeigt  sich  durch  Cmforr 
des  bekannten  Integrals 


0 

fln»-ic-«»aar  = 

p 

Setzt 

man 

nSmIich 

• 
• 

3) 

also  ar«  =  — Igy,  sb  wird 

^  =  (-lgy)^    nnd    8a:  =  --(~lgiy)9     ^. 

Dnreh.  Einfllhruiig  dieiMSf  Wertbe  in  das  vorstehende  Integrs 
hält  man : 

4) 


1     P  ?-i 


Die  Grenzen,  zwischen   welchen  dieses  Integral  genommen 
den    muss,    bestimmen  wsich    au|*   folgende   Weise.      Für    x 

wird    c-*^  =  0.     In    diesem    Falle   ist    auch   ^=0.      Wird 

ar  =  0  gesetzt,   so  ist  e~~'^=i  und  in   diesem  Falle  muss 
^  =  1  sein.    Das  umgeformte  Integral  Nr.  4)  muss  daher  zwis 
den  Grenzen  1  und  0  genommen  werden.    Hiernach  erhält  n 


xv^er^'^dx^^-j       (-lgy)9     ^^""qj     ^""'^^^ 


V 
9 


O  l  O 

P 


.?|i 


Setzt  man   hierin  p-f^  statt  /^,  so    entsteht  nach  den  nötl 
Reductionen: 


oder 


/ 

o 


S) 
1  S  t    Sil 


09iUn§tr:    Q^Hr  öHtimmiB  imi€§raU,  gjl^ 

&8  auch  in  folgende  Form  urngdsetzt  werden  kann: 


(lgi)fey=i»*  . 


.1 1 


»rmt  man  niin  daa  Infegrät 


\» 


/     :  :«f-**n»:jTlafc 


A'^ 


I  , 


p 


F  die  gleiche  Weise  um,  so  efili&lt  man : 

....'•  .   I    "•...•■  . 


(   ■ 


/^i  JL  JL     JL|i 

o 

8) 

Q 

■  ■»•  ■'.';*•         ; 

l)a  p  und   ^r   unabhängig   von  eiifander   sind)  "so^kufin  ^' jede 

P 
ganze  und  gebrochene  positive,  -^  aber  ifor.  eine  .negi^tiye  ge* 

brochene  Zahl  bedeuten,  denn  Hir^eine  ganae^'ne||anTif  Zahf  ivird 
Nr.  7)  und  8),  also  auch  Nr.  1)  und  2),  unendlich  gross.  In  die- 
sem Sinne  sollen  die  obigen  Integrale  hier  in  Kürze  beträchtet 
«'erden.    .  1 


•  ■'»;.}     ■  i'i'.'-  »    . 


!;.   :     *.:'.il:  .,-   .••        '    .     •''        /  [   .li  '*         t!  ;■  I-    !   .   •   •  •  .    1  '.•    I  ;  •    ♦     ■»•  ' 

Wir  wählen  hiezu  das  Integral  Nr.  2)  $•  19.,  weil  hiebei  das 
Zeichen  nicht  zu  beichten  iat  Die.siqb  ergeVtenikp  A««pltate 
sind  reell,  während  die  aus  Nr.  1)  sich  ergebend^  in  bestimmten 

en  auf  imaginäre  Werthe  fuhren. 


S«tzt  nlafrr  +  ^'^in  l4r.2)  t  ^^  ^^  erh^H  ,B|Äii  Algw^e  ill 
semeine  Pol«li  •      '•  f^''*-    '- 


17* 


14  0\f^tnn§)e  r:  ^ '  tMnir  bmMmu  IHie^kl^: 


^y.!-.'     »:■         •  «•«   t    ■■-    Ml   i\\\ 


:.u:/    ii'»t»i«!.      .;\     •fi-.!.'     »:■  •  ««    t    ■■.•    mi    üU»'     -' » 


- 1 1,, .  «, 


"ll  -II 

_(g+ny\9.U     _  (n+q)(n+2q) ....  (n+rq) .  U 

"    .    '  ..  n 

worin  alle  hierher  gehörige  Integrale  enthalten  sind.    Ist  -=  j 

80  ist  1il^=:iV^»  und  man  erhält: 

J     *^    USr^r"«*  -  (2TO)f4iVm "-         (2m)'-+Vm 

Fflr  m  =  l  eotsteht:       =       '     ' 

3) 


/^•«IV^'^«^  =^. 


0 


6 

Hiermit  sind  die  Resultate  zn  vergleichen,  welche  Ealer  In 
ner  Integralrechnung  Bd.  IV.  S.  91.  mitgetheiit  hat. 


Setat  mian  -  =  },  so  erhSh  man  ans  Nr.  1): 


4) 


/ 
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Hieraus  erhält  man  llBriii^ilMgeBdct  Integrale  ^ 


!;-■..*.: 


S      


•  .  • «     .   *• 


I 


»1       1   4/      1  28 


\ 


•      •      •  •  •  .     • 


f      ■      •      •      •      •      •      •-•.•      • 

;  ■      *     —  .-■•■■  i 

I     ■    1  ■«  '  '■  \ 


\,    lv4/T~U        l'+>l».i*l'>    '1.4.7.. ..(3r  +  I). 1*1 1 


.  ) 


Eben  so  einfach  ergeben  sieh  die  besondern  Fälle  für  das  In- 
\\  Nr.  4),  wenn  man  m  in  die-Därstelhingf  mit  den  ents[yrechen- 
Werthen  aufnioinit.    Hierin; ist 


''. .  ■. 


1*11=0,892979.5116.  aud    Ig  U  l  *  =  O,9{SO84149l0tf45  -  L 

•  ■  ■      >   k 

•  •   . .     f         ■'■;■;  ■;  ;i-  .■     •;:     •  .■■■ 

~  =  {  erhält  man V  •  -.      :■ 

9 

■      6)        --.^       '    '       '     -•    '^■■•■ 


.1   t- 


besondern  Fälle  leiten  sieh  hieran»' leiebt  ab.    in  dleiset' Dar-' 

ung  ist 

1111  =  0,9027462928,    Ig»»  *  =  0,90566523262835—1. 


n 
9 

7) 


st  man  -  negativ  in  Nr.  1),  so  ergibt  sich:  \ 


r 

0 


1  <   *  ■      .    .      .  ■        1 
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II) 


0 


t. 


-?li  .      v-/r-^,-^U 


^  (my)^Vm*.l    ?     _  (my)^ Vro".  1    i 

m.n»'l9  ^    ^  *m.n(»  +  7)....(n-f-ry  — jr)' 

se  Darstellung  gibt  eine  reiciie  Ausbeute  fSr  die  Anwei|- 

it 
Setzt  man  -  =  i ,  so  erhält  maa 
9 

12) 

t^^idx  _,    .    (2iii)^,  Vwi  (8m)r.V»iäg 

,   l,^"*^""^*^'     Hi.M«     •-^■"^'•|ii.l.3.5....(ar— !)• 

=  1  erhält  man  folgende  Integrale: 

13) 


^l 


=  v« 


0 

——7=1     =  -2V«, 

0 

0 

/i  8a? . 


erhält  »an: 
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1  jjm— igj. 


U) 

.3    '        »        \ 


,,    1,^""^'"^'^'        m.lM«        T^"""-m.l.4.7....(3r-2/ 


ei 


>i 


15) 


«  k  I  « 


1  ai*>- 


1:'     ~^-   ^'"••-      «•.2't».-'    ~^    ^  •m.8.ff.8,...(8i— 1) 


(|g-)r+» 


0.  s.  w. 


l  « 

Hieraas  gewinnt  man  leicht  eine  Menge  besonderer  Fälle«  die  man 
mit  den ..vQ^  Etiler  und  andein  avfgefondenen  vergleicbeD  kl^n- 

Sein  man,    da  auch  m    eine    gebrochene  Zahl   sein   kai^n, 

k 
m-f  -  statt  m,  so  erhält  man  aus  Nr.  2)  §.19.: 


:•    •' 


0 


Ebenso  erhält  man  aus  Nr.  1),  7)  und  11): 

IT) 


/ 


9»'(/>m  +  Ä)        5 


18) 


0  q^(prn  +  ä)         9 

19) 

— r— « ^^  —  (-r . —r^ ' 

/•     Jvl+-  r— 1+-         , 

0         (lg-)      '  P  «•«"» 

Hieraus  lässt  sich  eine  Menge  besonderer  Integrale  ablerter»  ' 
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k  k 

Seist  man  -  =1»    -  =  v»  und  für  m  und  r  allmälig  die  Werthe 

0,   1,  2...«  in  Nr.  17),  ik»  entsteht;  '      ' 


20) 


'  i^«i)'Vri 


'  J 


.  '     ,  >  5     » 


^   •  .» 


■  ■     » 


w    .     *  •»  rv'  dV.2w     ,       . 


I      •  "      • 


o 


.J  Va:  *  ~  243V7  ' 


*  a;"(lg^'V  'Si 


r  / 


«) 


l»--f^  i «.  V2^      __1.3.5....(2r+l)  V2^ 
Var  ^  ""  (2m+I)'-+i  V'2m+I    (2m+l)'-+*V*SHFl' 

u.  s.  w.    Diese  Integrale  lassen  Biish  b'eiiebfg  vermehren. 

■    §--21...:  ^  •■•■  ^'     • 

Eine  äu^ede^nte  Gruppe  von  Integralen  gewinnt  man  durch 
'erbindung^  der  in  §.  19.  angegebenen  Ausdrücke  mit  dem  Bino- 
^"^nium  (1  iF^')"-     Man.  erhält: 


1 


/ 


arP-ri(l  — ar9)*(lg  rnfh» 


,         .•...:•■■■  ..■.,... 


o  • 


•  •  •  '  . 

Verden   die    einzelnen    Glieder    nach  Nr.  1)   §  19.   integrift,   so 
entsteht:'*'^'-  •♦»•  ■  ••     •      •»  .•  t  • 


\ 


X 


N 


1) 

>  ■  ■ '  •  ,  •      *  '  .  ■    •  ...  I       •      ■ 

0 

=  <—\T,  Ir  1 1 .  T^«r_».1»  , ^^!5 . 


worin 


^^j^  _  n(«—l)(n-~a).... («-«  +  !) 

bedeutet.  Die  Glieder  der  eingeschlosseneii  R^ijm  bil4en  dfn 
nten  Unterschied  vou  ^x|»  jedoch  in  umgekehrter  Ordoung.  Man 
kann  daher  dieses  Integral  auch  so  darstellen: 

2)  . 

o 

bei  der  Zunahme  q.    Auf  gleiche  Weise  erhfilt  man: 

.3) 
1      «;P-»(J+««)"(lga:)'-8«  , 

0 

Denn  die  Glieder  der  eingeschlossenen  Reihe  bilden  die  itte  Aul- 
stufung  von  — p^^  bei  der  Zunahme  q.    Mao  kann  auf  beide  Dar- 

Stellungen  die  Gesetze  anwenden,  welche  von  dem  nten  Unter- 
schied oder  der  nten  Aufstufung  gelten  und  daraus  eine  Menge 
besonderer  Integrale  ableiten.  Sie  werden  jedoch  nicht  Gegen- 
stand unserer  Untersuchung  sein. 

Setzt  man  — n  statt  n  in  Nr.  1)  und  3)^  so  entsteht  i . 


leitet  sich  folgendes  Gesetz  ab: 

^  42) 


■  •  .  •  ■  •    ;  ■  ■         .  ♦'  '  1 

Sf{pi  py^  =  iii  «'<Iv  1)H;». 


.    •       *'       •»     .  .1 


■  :i 


Ceberhanpt  erhSlt  man,  weno  p  «ind  q  einen'  gemetAsckaftlieiMn 
Faktor  haben,  was  häufig, Torkommt,  .folgrade  Redactionsfonneln: 

13)  '■ 
' Sikp,  kqY^^^  ~Sip,qy^^):, 


,  •         Ä'(Äp.*»)H-t  ^J-»(j,^^yM.i 


»    rif 


Ferner  ergeben  sich  aus  Nr.  8)  und  9)  folgende  Ablelhingen, 
die  im  Folgenden  viele  Anwendung  finden  werden»  wenn  p=l 
und  9  =  1,  2,  3....  gesetst  wird: 

14) 
/**5f^aar=(-)M'MS(l,l)'+iv   i     ' 

U 

o 

u.  '  s.    w. 

■.':  ;  •   •  iß)  ■■  ;.  I 


o 

■  '  «.  I 


/*te^8* =(-)'.l"^'S'(l,  1)'+», 


y  *  H^ä^*  =  ^-^- '' '  **'<^'  ^)'^'' 


=  t  n.  '  8.;  w.'  '  ■ ' !  ■'... 
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Unt^r^lN»(det  AlAii  aber,  Wäd  fti«r  elAfHtt»  tVrl«cb«il  ^fiter  g«fä^ 
den  und  Ütfg^ifftdeti  ZaM,  ft<y  ölrgdbM  sieb  föig^tid«  tiv^l  Dftrstdl« 
langen : 

3) 

"■■ . 
.'  ■  .        ■ 

ü  ■ 

M»  11  1  1 


Eine  andere  Form  von  Reihen  bekommt  map»  wenn  2p  statt  q 
und  2mp-fp  statt  p  in  Nr.  8)  nad  9)  $.21«  gesetzt  wird«  Auch 
in  diesem  Falle  lässt  sich  p  aus  der  Reihe  ^aasseheiden,  und  es 
entiitelitc 


/ 


5) 

1  a?^p-l-p-i(|ga?)'' 
1  — x*P 


•  t 


da: 


__  r    JlLY__L_  1  1  \ 


/ 


6) 
1  ar«"»P+p-i(|g:r)'' 


d:p 


l+ar«i» 

•     ..     ■       ...       'i;  ., 


=  *"~'J^-ji^t(*«^^k)*+»'~(8m+3)r+»"'^C8»»+8)**»^-'*7  ' 


;  \ 


*: 


IrU  lr|l  1  1 


I  • 
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7) 


/i  a:wtp4-|i-i(|gar)r 

.e  •       . 


=(-) 


^  K'^r       1  1  1  -| 

8) 


I  .  . 


.  •  I 


Auch   hier    lassen    sich    die    Anfangsgiieder   ergänzen   und    man 
erhält: 

o 

ITl'  .1  1  1 

<~>'^*  •  pH3 1^*  ■*■  (*  +  1)'+*  ^  (2A  Hr  1)'+^  "*■"'((»»— 1)4 + 1/+ J ' 

10) 


/ 


'^==?5^ä.=<-)-^-^s.,Mn- 


in_i  1  1  ^      ,  1 

i 

Diese  iGleichuqgen    werden   später   zu  nianchariei  Anwendungen 
dienen. 

§.23. 
•  Die  ^qswerthuDg  der  hier  in  Frage  stehenden  Integrale  be- 
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8«*      ,  „„ »_,  ...      2.«»  *^"*X 


^-gjj^=1.2S(m,  *)»-1.2S(ifc-m,  *)»  =  -jj-  — 


fitsr. 


^^  -  —  1 .2.3S(m,  *)•—  1.2.8«(*— m,  Kf 

■_ ^  r     6 i__l 

.   ~      **L(Sln?^)       (SI«^)J* 

.8) 


9 


6) 

(^=-l«'»S(m,Ä)«-l»l'S(*-m,A)« 

__»«r_120 120  16      -| 

*•  ^SIo  y )•     (Sin  ^)*     (Sio  ^)«  J ' 

7) 
d<Jlf 


(8m)< 


=  1« I » S(m,  &)'— 1«  1 1  S(* -  m,  *)' 


„,|-720Co8^     480Cos?^     32Co8^T 
•-  (Sm  -^  )^        (Sin  -^)»       (Sin  -^)»  J 

8) 

_     n^r     5040  6720  2016 64       "■ 

(Sin-^)«     (Sin-j^)«      (SiD-j^)*     (Sin^)«^ 
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14) 

5(1,  l)*=l+2i  +5» +••••  =  "ß* 

11«* 
5(1,  1)*=  '  +  54+ 54 +  ••••==  90* 

11  9C« 

5(1,  1)«  — 1  +  2^+  2^  + ^, 

1        1           «.  *** 
5(1,  l)«=H-2i+  38  + 945Ö' 

Q.   8.    W. 


§.  26. 

Bei  Untersuchung  der  reciproken  Reihen  mit  abwechselnden 
Zeichen  hat  man  zwischen  einer  geraden  und  ungeraden  Zunahme 
zu  unterscheiden  und  die  Bemerkung  festzuhalten,  dass  alle  Glie- 
der, welche  gerade  Zahlen  in  der  Reihe  5'(l,  1)P  fuhren^  das 
negative,  und  die,  welche  ungerade  fuhren^  das  positive  Zeichen 
haben.    Für  die  Zunahme  2  hat  man   daher  folgende  Zerlegung: 

1111 

S'(1,1)P  =  1— ^+g^— j^  +  ^  — •... 

1      .1  /l      .       1       .      1 


11  /Ixl-l-lj.  ^ 


woraus  sich  folgende  Gleichung  ableitet: 

1) 

S'd,  l)r=S(l,  2)»-i^S(1, 1)P. 

FQr  die  Znoabme  4  and  6  erh&lt  man  folgende  Zerl^nng: 

.2) 
S'(l,  1)P=  S(l,  4)P-  S(2.  4)P+  S(3.  4)P-  ^5(1;  1)p, 

S'(l .  1)P=  Safiyf-  S(2.6)P+S(3, 6)P  -  S(4.6)P+S(8.6)P-  ^  S(l.  1)p 

u.  s.  w.     Diess  fuhrt  zu  folgendem  Gesetze  fSr  die  Zunahme  2A:: 

3) 
S'(\,  \)P  =  S(l,  2A)P  —  S(2,  2Ä)P  +  S(3,  2*)p-.... 

+  S(2Ä-I.2Ä)P-^S(1,1)P. 
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13) 

5(1, 10)r=S(l,  8^-15(3, 6)f, 

«a.  10)' = -S'd,  5)f  +  ^  5(3, 6)P, 

5(1,  I0)i'=i5(l,  6)f +  *S'(1, 6)f , 

u.  s.  w. 


8.  27. 

Die  im  vorigeo  Paragrapiien  aogedeot^   Methode    ist  fol- 
gende.   Legt  man  die  Doppelreihe  su  Grande: 

K^).         t  1  m        1 

and  differenzirt  wiederholt  nach  m,  so  erhält  man: 

2) 

_,     mn 

m_    /j_       1  1  _    »«   ^"'T 

3^~      U«~(m+*)«  +  (in+2*)«~-  -~J*  _.   «», 

(Sin-^)« 

^  (A-«)«      (2Ä— ».)•  ^  (3*— m)«     ••" 

=  -  5*  (m,  *)«  +  5*  (A-  m,  *)*, 

(^,=  1.25'(«.A).+  1.25'(*-«;*,.=g[-4-     -^^^ 

4; 
^^,  =  _  1» I  i S'(m,  Ä)*+ 1»  I » S'{k-m,  *)• 

«*^     mnf       6  1       "^ 
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S'(l ,  3)»i=  0,986  590  986  2624,  • 
S'Qi,  3)>=  0,118  438  778  4250, 
«'(3, 3)*=  0,033  390  469  53221 , 
u.  s.  w. 


§.  28. 

Die  in  §.  25.  und  §.  27.  gefundenen  Resultate  dienen  no 
andern  Anwendungen.    Nimmt  man  das  Integral 


j 


-(: 


/p« '  ■  Hl       /pÄft— in         <|*8ft— m 


A — m    2/:  — iw^SÄ — m 


zwischen  den  Grenzen  0  und   1  und  bringt  es   mit  No.  l) 
in  Verbindung,  so  erhält  man: 

1) 
«'=j   — TZi* — ^^=m+^rFÄ+^rr2Ä +••••  =  - 

o  k 


-( 


-—  +  — !—  +    ' 


Wird  nun   die  Darstellung  Nr.  1)   nach  m  wiederholt   differ 
so  entsteht  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  25.  gefundenen  Wer 


/l  ^»n— 1  j.  ^fc— m — 1 
1__    1^ \gxdx=:  —  S(m,  k)^ — S(k  —  m, 


jj«  1 


^'  *  (Sin^)« 


3) 


==^ — j^:;^^ (lga:)«aa?=:  1.2Ä(m,Ä)8  - 1 .2^S(Ä: 


(8m)2 

o 

2«8Cos  ^ 


•  '«'^^j 


A»(Sin^) 
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4) 

0 

5) 

0 

__jr*p     mgrp      24  8       "1 

(Sin  -^)»     (Sin  ^)> 


6) 


11 


(8m)' 

=  -  l»l  iS(jn,  *)«— l»l  »5(Ä— m.  *)• 
««r     120 120  16      -1 

*'L(S1n^)«     (Sin^)*     (Sin^)*J' 

7) 

O 

=  1«!  iS(»i,  kf  -  1«!  »S(A— m,  ky 

^       nmr-     720 480  32 

*'"**hsin^)'     (SiD^)»     (Sin^)» 

8) 


r=J      iZT^^i (•ga;)'8a: 


(dm) 

=  — Fl»5(m,  *)»— n  iS(A— 1»,  *)» 
««r    8040  6720  2016  W      1 

(Sin-j^)«     (Sin-^)«     (Sln-^)4     (Sin-p)« 


1 
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9) 

o 

«»        m«r   40320          40320      .      8064              128     T 
=  TöCos-r-l 1 1) 

(Sin-j^)»      (Sin-^f      (Sm-j^)«      (Sm-^)» 

U.   8.   W. 

§.  29. 
Nimmt  man  das  Integral 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  erhält  man  mit  Rucksicht  au 

Nr.  1)  6.  27. : 

1) 

,T     I, 8ar=S'(m,  Ä)i  +  S'(Ä:-m,  Ä)=^ i— 

1  +  a:*  V    >    /    •  '    -^      Ä    ^.    mji 

0  öin-y- 

Wird  diese  Gleichung  wiederholt  nach  m  differenziirt,  so  entsteht 

2) 

0 


*''(Sin^)«' 
3) 

|^==y  j^^, ag^)^aa:  =  1 .2(Ä'(m,  ^)8+  Ä'(^— m,  A«) 

TT^r        2 1      -| 

(^»n  -^)»      Sin  -^ 

4) 

(> 


TT*        iriTCW'       6  1        ~1 
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(^=7     i^^-(»g^)*8*=l*'  »(S'(m,A)»+S'(A-«.,  *)•) 

«»r      24  20  1     -1 

(Sm-jp)»     (Sin  -j-)»     SiD-j- 


__»f       in«r     120 60  1       -| 

(Sin-jj-)«     (SiD-j-)4     (Sin-^)« 

(^^•=y '  "^1+1*         (lga:)«ax=:  1«  I  i(5'(m,  *)'+Ä'(Ä-m ,  Kf) 

O 

_£E!  r     720      _     840  182 1     -i 

~*'L^Si„!^)r     (Si„^).     (Sin^)»     Sln^-"' 

8) 

0 

jp«       iii;gr    5040     _    4200  646 L_l 

(Sin^»     (Sin-^)«       (Sin-^)*        (Sin-^)* 


u.  s.  w. 


§.  30. 


Setzt  man  nnn  T'  =  i9   so  erhält  man  ans  den  Gleichungen 

§-  ^8.,  da  die  geraden  Potenzen  von  Igo?  ausfallen,  weil  CoBln=0 
ist  ^  folgende  Integrale: 


/^  (lgar)»8a;_     tt* 
l-.ay«  —""16' 

/*  (Igar)ft8j?  »« 
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/ 


1— o:«    —       32 

u.  s.  w. 


17    .         .ux    /**  (lga:f  öa:      79n;»  ^  r    .  ^t 

baler  gibt  J       ^ ^  ^    ^"32"  *'  *'       *"*  ^^         einem  Vc 

sehen  zu  beruhen  scheint.    Aus  §.  29.  erhält  man  unter  der  nän 
liehen  Voraussetzung  folgende: 


2) 


/ 


dx 


n 


1  +  ar«     ""4' 

/»    (Ig  X)^dx       JT» 

/*  (lg^)^8j?_5gg<> 
l  +  o:«  ""64  ' 

'  (Ig a?)^8ar     eigc^ 
i  +  a:«    ""  256  ' 


/ 


a.  s.  w. 
m 


lim 

Setzt  man    T-=i>  ^^  ergibt  sieh  aus  §.  28. 

3) 

dx  it 


\\x\x^  ""3V3' 


./      I=^3»g^8^      =-27' 

/•^    (Ig3;)g8j?  _    Sjr» 

•/       J+a;+a;2  ~"81.v3' 

/*  (l+a:)(lga:)a8a?  I6«f 

1— a:»  """  3«    ' 

/^    (lgar)^8a?  _  Z'hn^ 

„       l+a:+ar2  ""36.  V3' 

(l+ar)(lgar)<>8ar  832ji;6 


/' 


o 

u.  s.  Vi. 


Aus  §.29.  entsteht: 

4) 
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.    m'  =  (nr'i~m'„+i)  +  <f', 

und  es  ist  danfn  (analog  der  Gleichung  6):. 

ff' =  r»tg  « (P,  +  J>,  +  J>4. . .. +P,). 

*   « 

6,1)  <j'=r«tga[-S«A— Pi], 

mitbin  (analog  der  Gleichung  7): 

7.1)  ^«  =  »/+''^^^^^i=^. 

Es  ist  abec  hier:  >      ,  . 

[  (siehe  Taf.IlI.  Fig.4.), 

» 

aber : 

CK=Ci-Ki, 

Es  ist  also:  .     n 

J2,I)  CÄ=ir(2-(tga-i)T)~=; 

^^^  ebenso:  ■  :• 

*  ■  .••..;.■; 

13,1) 
Oy=ir(2 +>+*tga)^;^~  =ir(2 +(tga+ir)T)  ^jL= ; 

folglich: 

W,  =  ii^tga  +  *)  .ir(2-(tg«^«)t>i-^i=v    : 

Uj)         m\  =  Jr»(2(tgii  +  T)-T(%ii»-t»))^^— ^. 

und  •  • 

■/:         ':  •  ■     ■•'-:  :l  •■ 

M'«+i  =  4»'*(tga-*).i(2  +  (tga+,r)T)^==; 

Theil  XXXIX.  20 
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GD       /*•+««  ii«(2— X)^ 

Sj  f{z)eos^^-^ 'dz 

a 

a 

/o-fSe  c 

a 

x  =  a  oder '  =  o  +  2c.  ^ 

Ist  6  zwischen  a  und  a^2c,  f{z)  Null  von  z:=6  bis  :  =  aH 
^^^®n  F{i)  von  z  =  a  bis  z:^6,  so  folgt  bieraas: 

i;   /      F(2)cos^^^-^-^ -dz 

a 

r*  c  ^     ^' 

=  — i  /      F(j)az  +  2F(a:),    x=a  oder  =6, 
=  — iy      F(2)a2,    6<a:<a  +  2c. 


Für  a:=a  +  2c  erhält  man  denselben   Werth  wie   für  a:  = 
Hier  ist  b  —  a<2ü,  sonst  a  und  6  beliebig. 

Setzt  man  in    (6)   a+2mc   für  a,  x+2mc  für  o:,   wo  m  e 
ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  so  folgt  wegen 

U7t(2  —  x—2mc)  tl7t(z — x) 

cos ^  cos • 

c  c 

OD       i^a+amc+2c  fi7t(z-x)  ^ 

2    I  f(z)  cos oz 

a-\-2mc 


f(z)  dz  +  cf(x+  2mc) ,     a  <  a:  <  a  +  2c, 


a-f-2mo 


( 


/>  a-f2mc-f2c  ^ 

=  -  i   /  A*)ö»  +  2[/'(«  +  '-i'»c+2c)+/i(a+2mc)]J 

a-f-Smc 

X  =  a   oder   =  a  +  2c. 

Setzt   man   eben    so    in  (7)    a  +  2mc  für  a .    b  +  2mc    für 
x-\r2mc  für  a?,  wo  noch  6+2mc — (a  +  2mc)<2c,  so  folgt: 
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»       /*  ft-f  2ino 

-2    /  f(z)  C08 


C 

a-f2ne 


Sz 


/6-f  amc 
a+amc  V       g. 

/(z)  8z  +  s  A^ + 2"*^) »    ^  =  ö  oder  =  6, 


a-\-Q>mc 


/6-f2mc 


a-4-2fnc 

«  ■ 

Für  x=i  a  +  2c  erhält  man  denselben  Werth  wie  für  j?  =:  a. 
Dabei  rouss  b  —  a<2c  sein. 


§.  3. 

Sei   ß^  Af  B — A=:^lnc-{-Qy  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl 
(Null  eingeschlossen),  q  zwischen  0  und  2c.     x\lsdann  ist:' 

£  I      Hz)  cos       -  -      dz 

1  '^A 

=  2?/  /(z)cos^- cz+ü  f  /^(z)cos'-r-^ ^ÖZ+.... 

^  ^+2c 

Von  den  GrOsBen  zweiter  Seite  ist  nun  die  .erste  na<:h,(6): 

/A+ic 
f(,t)Bz  +  cf(x),    A<a;<,ä+2c 

A 

f(^)Sz-\^2^f(A  +  2c)+f(A)l    x=A  oder  =4  +  2c; 

^*ö     zweite  nach  (8): 

.».■■■ 

f(z)dzi-cf(x  +  2c\    J<i<i4t2c-, 
-     4y*''^A»)8«+i|[A^  +  4c)+A^+2c)],    :t  =  A  oder  ^+2c;* 

^+2c 

21* 
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^+4c 


nz)^^-^  ^\f{M^c)-\'fiA'\-ic)l    x=zA  od.  :=zA-{ 
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die  vorletzte  nach  (8): 

f(x)dx+cf[x+2(n^l)c],     A<,a:<A  +  '2c, 


^4.«(ii-i)c 


fiz)Sx+^[/i^+2nc)+f(A  +  2nc--2c)], 

x:=iA   oder  =i4+2c; 
die  letzte  ist  Null,  wenn  ^=0;  dieselbe  ist  für  0  <  p  <  2c  nach 

-kf    A«)&  +  cA^  +  2nc),    ^<a:<^  +  9, 

f{z)dz  +  äf{^  +  2wc) ,    a:  =  -4    oder    ^  +  9, 

A-\-2nc 

für  x:=zA  +  2c  dasselbe  wie  für  x:=:A; 
sie  ist  für  9  =:  2c  nacb  (8): 

/B 
f(2)dz  +  cf{x  +  2nc),    ^<ar<^  +  2c, 

^iP^ f(z)dz  +  ^[f(B)  +  f(A+2nc)],    x==A    oder   =J^ 

Hieraus  folgt,  dass  man  drei  Fälle:  ^  =  0,  <2c,  =2c,  ud 
scheiden  müsse,  so  wie  im  zweiten  Falle  x  von  A  bis^-f 
^— 2nc,  und  von  A  +  g  bis  A  +  2c  gehen  zu  lassen  habe. 

I.    Sei  B — A=2nc,  n  positiv  ganz. 
Es  ist 


SM       J<*»»<iw  ■ü/ynw*i>  Ami'  der 


danoHegt  ^+«'  swUebea  A  viiA  'Ä- 


-4^a«c+«;.  .i 


Ds  man  ddd  letetpre  GrOcM  SB  hi 
di«  ente  bwtlnint  (beTbellebigiif  s] 


D«r  Fall  L  liefaft  (j;=a,  A=a, 

/^ij,-    ■'■■■    ■      *4«i>:  . 
rt.)8i=se[W;«)+rt«+a«)+-- 

'    »     />>faiM 
,  -i£  J  /'(>)co 

Für  den   besoDdereo  Fall,  dBR  = 
wegen  (6): 

2«  [»/•(») +{«<■+ 2»)]  -  2  ly ' 

Setzt  man  hier  2c  =  A,  a-f  2ru;  = 
(10) 
yVwä.=  »[4«o)+A"  +  *)+/t"+2*)+--+rt*-«)+i/'("l 

wo  b  —  a:=nh,  n  positiv  ganz; 

(1*) 


,.t.  •-■•■-■«         .1 

1«  ■'      -    •   ,  ■•  . 


S1&      Di€m§€r:  'Mgmtmlm  £'i9rm  ätr  fimrin'gtäm  MMMfi 


•     '  .      ■   ■■      . 

Dabei  ist  m  eine  t^elieliige  posÜiTe,  ganie  ZaU.    FjBr  «=0 
hüte  man  Irarzweg  die  (10). 


Setsen  wir  ooch: 


/. 


L^ 


•   I  Qar-IjJ»- 


■I  ., 


so  ergibt  sieb  endlieb: 

(18) 


y*  *  f(z}a,  te  ikU/(«)  +/(•,+*)+ Aa +2*)+ ....  +/'(6-4)+4/(W3 

-  ^[A(*)?^/'(«)]+o^[/»(»>^/»(«)l-- 


wo  Jt*dariÄi  (11)  gegeben  is^    Dabei  ist  «wie  eben  Imieiiaiers^ 

und  A  = •     Die    Zahlen    Bi,   ß^,.,..  sind  die  Bernoulls^ 

sehen  Zahlen. 

Wäre  »t=  1,  also  h  =  ö  —  a,  so  würde  auf  der  zweiten  Seit4^ 
in  der  ersten  eingeklammerten  Summe  bloss  if(ü)-^if(b)  stehea  ^ 
sonst  bliebe  Alles  nngeSndert^  nur  dass  natürlich  6  =  a  -f  A  wSr^^ 
Für  111  =  0  fielen  alle  Glieder  mit  den  Bi,  £,,....  weg,  und 
wäre  mit  dem  Vorzeichen  —:  zu  nehmen ,  nach  (10). 


§.  5. 

Wir  wollen  nun   den  Werth  von  R  näher  untersuchen, 
dem  Ende  unterscheiden  wir  zwei  Fälle. 

1.    f^^(zy  behält  dasselbe  Zeichen  von  z=:a  bis  z  =  6  und 

bleibt  endlich. 

Da  cos  — — T als  äusserste   Werthe   + 1    und   —  1    hat. 

so  liegt  die  Grosse 


/ 


*/^(,)e«s?*^fÜ^8z 
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^'^ischen 

f^{z)dz  und   +  /     /*»(2)82, 

a  a 

^>  h.  zwischen 

i)a     dies  für   alle  fi  in  derselben  Weise   giit>   d.  b«   för    alle  fA 
«//e    erste  Grösse  etwa  kleiner  und  die  zweite  grosser  ist  als  das 

genannte  Integral,  alle  Glieder  in  R  ferner   addirt  sind,    so  ist 

o/r<^nbar 

R  zwischen 

2A«m  1 


in 


2A«»  1 


d.  fa.  wegen  (12): 

/if  zwischen 


und 


-Y^^u-^-'^b)-r--Ha)] 


+  ri^[^^(*>-/*-^(«)]- 


^Ciii  hat  also  folgenden  Satz: 

Ist  h  = y    wo  n  eine  beliebige  positive  und  ganze  Zahl 

(^  ^  a  gedacht) ,  so  ist : 

(14) 

/  *A^)8^  =  Ä[A«)  +  A«  +  A)  +  ...  +A*-Ä)]  +  5[A6)-Aci)] 
-  xt[/"(6)-A«)1+  ^  [/»(*)-/»(«)]— ... 

^^nn  6  zwischen  — 1  und  +1  liegt,  m  eine  beliebige  positive 
S^Oze  Zahl  ist,  und  f^^(x)  dasselbe  Zeichen  behält,  wenn  x  von 
^  bis  b  geht 


RU  '  ttR.kß  '  ililflftiv",  i 

.(  .■iH'-'"*\— iili'"'"'^|-f        ,1/11  **!  ,i.p-"- \  .      ,:i  I'  «*•'..  -■■ 

4    .nt  ■tsOUMMf.iMi'AuUWdia  fV>i«rflka<l(it;  iah  bü 

<<i  »^    .J:ii^  wi'.r»,    :^,>.,i  s\  ,,;  .■,;,..i;t    tii^  .h.i^-,!.,i    n„, 

IL    />V<)U<iM  «■cUcb  voDi  =  a  bk  i  =  «.     "  ' 

»tat!         ,   '   [         ''  *    ,.,.^._,, 


Demnach  ist: 


und  also: 


yV')8>=*M")+-+/<'-*)i+5f/''»)-«»)]-T4'['"<'>~'"'°'l+" 


«■=/*"" 


V 


.  wenn  /*(«)  Von  a  bin  6  endlldi  biaibt' 


.( 


■:i.;^. 


>,,  t       if. 


.  I 


$.0, 


.> 


JSetst  man-  In  (14)  a  und  6  positiT  Toratis»  6=:a-f  tiAj  ferner 
/^jr)s=:K^,  80  folgt' dttrans:  ■  '  '   ^^  "'     ' 


.\-,-. 


ti»'. 


..  r 


M    -ü/'-Ai: 


.  .  1 


«^+(a  +  »)'+(o+Ä)T+....  +  (i+ii*y 


_(a.-|-<iA)'^— ar4*  .  (a+iiifc)r-f.gr  ,  ^rÄ, 

•  ■         ■  I  M    - 


It        '' 


H:JI*)r-»-ir-*J 


••• 


+  —^5 j  ^      2^^ [(a+»A)'-«'«+i-.ar-t»+ij- 

wo  0  zwischeo  — ]  und  +1.    Ist  r  eine  ganze  positive  Zahl,  80 

=r+2      ; 
mit  das  letzte  Glied  weg»  sobald  m^     ^    > 

Diese  Formel  gilt  auch  für  n=l,    wie   wir  oben    gesehen' 
Setzen  wir  also  a=l,  A  =  l>  n=l  und  nehmen  r  als  ganze  pc» 
sitive  Zahl»  so  ist: 


'-^(•2r-> 


1.2 


-D- 


(17) 

r(r-l)(r-2) 
1.2.3.4      ^»^"^ 


s 


1) 


r(r— l)(r-2)(r— 3)(r-4) 
1.2. ..6 


Ä5(2r-»-l)-....  =  -i 


2r+l        2r+l  — 1 


r+1 


aus  welcher  Formel  sich  Bi,B^,,...  rücklaufend  berechnen  lasse 
wenn  man  nach  einander  r  =  2>  4^....  setzt. 


/ 


Für    r=: — 1    kann    man    (16)    nicht    zulassen,      weil    wjl 
x^da:  =  — v;i    setzten,  das  jetzt  =  l{x)  ist.    Demnach:  . 


oder: 


*~**- ä^SJ^ 

folglieh  nach  hekaonten  Relationea 

_l  +  co»a+i(l  +  coeft)(H 
4cosia 

rieh  mitteUt  der  Inchteiteii 

,r,        l+eOCd' 

eo«l£  =  — 7 — YZ 


»iE 


0C"+ OÄ*  +  B-C  =  CTtÜ 

cogi(ft  — c)+co». 
~'        Bin|öco8^c 
_2  C08  j(a — b  +  c)  co8t(ffl  +  A — c) 
'"  aiuibcosic  ' 

-00"+  OB'+B'C"i=-~eatib  +  Ungie+  g^^^^^. 

— cosKft  +  cj-fcosjffl 

sinibcos^c 

aittibcosic  ' 

OC"—  OB"  +  g'C"=coti6— langic+  .  "t'^. 

coai(o  +  c)  +  cosia 

~'        siaiÄcosic 

_2co8}<n  +  6+c)cosi(— n+&-l-o) 

~  siniäcosic  ' 

coBJfb — c) — coa|a 

~~        siDgAcos^c 

__2siiit(a-A  +  g)8iii^(a^-A  — c) 

8ill|Ac08|C 
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g*  "^  a'b'  +  c'd' 
oder 

tia'h'  +  &d')  =  ^'(a'rf'  +  6'cO. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

a'b' + c'd'  ~  ^^"^ ^"  ^^° ^  4   g'"i<?tang^ 
*      cos^acosi/       eos^</cos^ 

sin  ^  sin  ^6  cos  ^c^  -f  sin  ic sin  ^  cos  \a^ 

cos^a'cos^^cos^ 

und  folglich : 

f*(  'A'j-   *äl'\ sin \f{sm \ae\n ^ cosjcü^  +  sin ^csin^cos ^q*) 

'  ^        ■"       ^  cos  ^a*  cos  1«^  cos  i/* 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen : 

sin  ^o  si  n  ^c 
a'd'  +  b'C  =  tangi«tang4d+  eos^cosidcosy« 

sin  ^a  sin  ^  cos  1/*^  +  sinj^6sin^ 

cos|acosic{cos|/'^ 

und  folglich : 

//  ,•/,  ,  M,  A       sinj^(sin|flsin|rfcos|/'^-|-sin|6sin|c) 

Also  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgende  Gleichung: 

sin  i/*(sin  ^a  sin  ^b  cos  ^d^  -f  ^i"  i^  ^^^  id  cos  ^a^) 
=  sin  ig  (sin  ^a  sin  ^d  cos  4/^  +  sin  ^6  sin  ^c) , 

welche  man  leicht  auf  nachstehende  Form  bringt: 

sin  i/'(sin  ia sin  |6  -{-  sin |c sin |cZ) 

—  sin  Jasin^^Z sin ^/(sin^a  sin  Je  -j  sin^6jsin5f/) 

=  sin  ig  (si n  ^a  sin  ^rf  +  sin  Ib  sin  ^c) 

—  sin  ia  sin  ^d  sin  1/*.  sin  ifsm^g ; 

also  ist,   weil  nach  dem  vorher  Bewiesenen 

siniaöinic  +  sin46sinirf=  sini/*sin^^ 
ist: 


1 


t 

~^  eo8|aco«iii«ln|/ 

o.^*.  /v/7..  co«^6cogiü 

folslieh: 

(«itil/ciiiiy^e«sl4oosiii***-Mil|ir^M{^ 


•loiiS-   W  4eMiaeo«i*€Mi«co8i<{       ^         " 

Ferner  ist: 

iM>'+B'C^+iyC''  =  cesiacoeiil  +  eoeiaeini/'^^ooeiAeiiii/' 

aleyew^y4-ceei4eog|d[+eoe|gc<M|ir 
"~  e«i|acee|ileiii|^ 

^  cos^sinj/      cosJcIsiDi/^     coslacosiif     ' 

—  sin  \fB\xi  \g  4-  cos  \b  cos  ^  -f-  cos  \a  cos  ^ 
cos^cosji^sinj^ 


B'C".DC"=      «-4*«*»*« 


COS  ^  cos  1<2  sin  /* ' 


folglich : 


(sin  i/sin  ^i;^  -f  cos  \f^  cos  ^  -f-  cos  \a  cos  |c) 

X  (~  sin  ysin  j^r+cos  ^  cos^c^-f  cos  \ß  eos^ 
4  cos  ^a  cos  i6  cos  |c  cos  Inf 


sin  \E  s=  2sin  \E  cos  ^E 


ist 9  so  ist: 


V 


(sini/'s 
X(-sini/'s 
X     (sini/*s 


ni^+cosiacos|c  +  cosi6cos4<0  \ 
n  ^^-l"  cos  \a  cos  ic  -F  cos  ^6  cos  1<2) 
n  j^ — cos  Ja  co's  4c -f- cos  ^6  cos  ^ 
n  1^  "i*  c^  4^  cos  4c--cos  46  cos  id) 


siniE—  3€ai4«co*iAcosiccosW 


■toi^vinif + CM^  eosie -f  CM  i6eM^=Sco*i(<'4-i^ 
—  ain  ;^a{D  j^  -f  cmIacm;«  -^  CMlftroäi« 
=  2c«l(«'+0?«M«'-,0;.  . 
■I»: 

HleraD«  wOrdep  «ich  wlederam  veiMhledeae  snd 


Neue  analytische  Darstellung  der  Haupteigenschaftei 
der  stereographischen  Projection. 

dem   Herausgeber. 


5.1. 


Wir  nehmen  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  fliegte 
Tafel  ftls  Ebene  der  aiy,  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensyatemti  der  ;i;yi  an,  und  setzen 
das  Auge  in  den  Punkt,  in  welchem  die  Oberffiche  der  Kugel 
von  deai  positiren  Theile  der  Axe  der  i  geschnitten  wird;  den 
Halbmesaer  der  Kugel  wollen  wir  wie  gewöhnlich  durch  rbeteicbnen. 

Ein  Punkt  auf  der  Kngelflächa  sei  (ueto),  und  (t^t'te')  sei 
dessen  Projection  auf  der  Tafel;   es  iati 

I) «•  +  »•  +  ««=1*. 


nl 


«=r(I— 2e«7«)=  — rcMSjF;    to'=Oi  ;    ..i.,:i  *,; 

welcbe  di«  |«)^t^bHel|«to  Grvnfitig«  nn|in*n  f^|«>d«B   B*- 
ImebInBgni '  bilden.' 

Leiebt  MM  nu  lu  dienn  e«lbBoi«i  ilatt''tf8MtiiMfel 

8). .  :'■":  .':'.  i»'+w+«i^üäi»a«'/'' -'■' 

Wir  wollen  nun  di«  CoordiDaten  u',  b',  to'  des  Bildes  durcb 
die  CoordiDftten  a,  v,  w  des  entspiechendeo  Pnnktes  ausdrücken. 
Aas  des  Gleichangeii  7)  ergiefat  sieb  auf  der  Stelle; 

»)•■  ■■■■'=ä^'  ""s^-  """ 

nuD  ist  aber: 


w=sr(l  — 2ctisji*),    cosy*  =  - 


«Iso  nach  9) : 

»«) ''  =  r^.    •'=Ä'    -•  =  '^ 

Nach  1)  ist: 

«,  =  ±Vr>-««— e», 

rit 


i    M^^ 


11). 


rT  Vr»— t 


„•Hi» 


l  ^»0. 


ton,  deaasa  Ebeoe  donA  ale  Glaieliins 
13). ■ .4*-lrÄjf+ft+,©;f=0 

atcttte  Pnakta  de^  Kngelflftche  in  diem  ffliwa.MM  liflt  «Mk  7X:  ; 
■    Nbd  iat  siMr  feraar  mach  7);  '    ^  •  - 

■'"«'         ''  '„'  "  V"  -'■'■"'■''^"■'' 

eosii= cosy,    coa  p  = coaj'; 

folglich: 

Aco8a-\-BcoBß:= ^COS/, 

und  daher  nach  dem  Vorhergehenden,    wie  man  leicht  flhersieht: 

also : 

folglich,   in  Verbindung  mit  dem  VorhergelieDdeD ; 
""  .•»■2IO— Mn'  +  fii.')!' 

Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man,   weil 

coaa*  +  cos^  4- €08^'=  I  ' 


fflr  den  Halbnieaser  der  Projection  aber  den  Auadrack: 

Wo  mKn  dfti  obere  oder  untere  Zeichen  sn  ueltinen  bat,  jenachdem 
positiv  oder  negativ  ist, 

§.5. 

Vom  Mittelpankte  der  Kugel,  welcher  der  Anfang  der  Coor- 
dinaten  ist,  lallen  wir  auf  die  durch  die  Gleichung  13)  cbarable- 
risirte  Ebene  ein  Perpendikel,  und  bezeichnen  dessen  Durcfa- 
ecbnittspunkle  mit  der  Kugelfläche  durch  (n)}).  Die  Gleichungen 
dieses  Perpendikels  sind  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie ; 


und  ZI»  Bestimmung  v«n  X,  Vt  }  bftben  nir  also  die  Gleichungen: 


der  ffaupieiffenscäaflen  der  sureoprapMeeken  Frejeetian.     830 


3  =  1=^'   >f«+vHj«  =  r»; 


9 


aus   deoen  sich: 

Ar 


y=± 


sTa^+b^  +  c^' 


Br 

ergiebt     Die  Gleichungen  der   vom  Auge  nach  C^l)    gesogenen 
Geraden  sind  hiernach : 

=*=  Ar  ""-  Br  ^Z  Ci^ 


also  offenbar: 


^— y 


z  —  r 


und  ist  nun  (rV?')  das  Bild  von  (xt)}),  so  ist: 


A       B  CT^^A^  +  B^+C^' 


also  : 


t=-  ^r 


CT^AHB^+C*' 

16) ^    ,_.  Br 

^       ctV^ahb^+c^' 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  den  Mittelpunkt 
des  Bildes  unsers  Kugelkreises  eine  Gerade,  so  ist  deren  Gleichung: 

U. 


Ar^     "^  Br* 


Cr  +  D  Cr  +  D 

also: 

Ä-B' 


23' 
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und  man  sieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  diese  GleichnDg  befrie- 
digt wird,  wenn  man  für  x^  y  die  obigen  Werthe  von  x* $  tjl'  setzt, 
woraus  man  schliesst,  dass  der  Mittelpunkt  der  Tafel,  der 
Mittelpunkt  des  Bildes  unsers  Kugelkreises  und  die 
Bilder  der  Punkte,  in  denen  die  Ku^elfläche  von  dem 
von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebene  des 
Kugelkreises  gefällten  Perpendikel  geschnitten  wird, 
jederzeit  in  einer  geraden  Linie  liegen. 


§.6. 

Durch  den  Punkt  (uvw)  auf  der  Kugelflftche,  dessen  Coordi- 
naten  bekanntlich : 

u  = — 2rcosacosy, 
V  = — 2rcos|3cos}^, 
wzzz     r(l — 2cosy*)  =  — rcos2y 

sind,  denken  wir  uns  eine  beliebige  Gerade  gelegt,  deren  Glei- 
chungen : 

.^         a:  +  2rco8acosy y  +  2rcosj3cosy 2  +  rcos2y 

COSÖ  cos  CO  cosö 

sein  mögen,  wo  0,  o,  c3  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 
bezeichnen,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (uvw) 
ausgehenden  Theile  unserer  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  y,  z  einscbliesst. 

Die  Gleichungen  des  nach  dem  Punkte  (uvw)  gezogenen  Kugel- 
halbmessers sind : 

18) — ^ y     ^    - 


2cosacosy       2cosj3cosy       cos2y 

Soll  die  erstere  Gerade^  wie  wir  nun  annehmen  wollen,  auf 
diesem  Kugeihalbmesser  senkrecht  stehen  oder  die  Kugelfläche 
berühren,  so  muss  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
die  Gleichung: 

19)  •2cosD:cosyco.9Ö-|-  '2cos/3cosycosa)  -f-cos2ycos«  =  0 
oder: 

20)  2  (cos  a  cos  6  +  cos  ß  cos  co  +  cos  y  cos  5)  cos  y  =  cos  ö 
Statt  finden. 
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ergeben,  so  dass  man  also,   urenn  0  einen  gewissen  Factor  be- 
zeichnet : 


VcoscD      cosy  / 

t^  ^«'/cosö   cosaS 

Vcos  o   cos  y/ 

^ cos  a  cos  <p  —  cos  ß  cos  B , 

cosy  cos  Ö5  * 


oder  auch  bloss: 


^  cos  OD        COS0 

il=      = -, 

COS  (jü      cos  y 

/  cos  6      cos  o 


»=— 


\cos6 


coso\ 
cos  yj' 


^  cosacosGo — cosi?cos0 

COSyCOSG) 

offenbar  auch  bloss: 

iÜ  =cos|3cosc5 — cos  y  cos  (0, 
33=cosycosö  — cosacosc5, 
ii  =  cos  «cos  CO  —  cos  |S  cos  B 

setzen  kann.    Daher  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene 


cos  CL 

(cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  oo)  (o;  H r) 

"^  '  cosy   ^ 

cos  3 
22)  ...  +  (cosy  cos  ö — cosacos(.))(v  H -r) 

+  (cos  a  cos  CO  —  cos  j3  cos  ö)  2 


Die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Tafel  ist  das  Bild 
oder  die  Projection  der  ersten  durch  den  Punkt  (uvw)  gelegten, 
durch  die  Gleichungen  17)  charakterisirten  Geraden,  und  die  Glei- 
chung dieses  Bildes  oder  dieser  Projection  ist  also : 

_                                    cosa 
(cos  ß  cos  Q  —  cos  y  cos  co)  ix  -\ r) 

'23)....  1      >  =  0 

_^  ,        cosp 
+  (cosycosö  — cosacosG))  (^+ r) 

oder : 
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dies  Bilde«  4er  dnrch  den  Punkt  («910)  gelegten,  dorch  die  GM- 
chuDgeD  17)  charakterisIrteD  Geraden  entsprecbeo  sollen,  welcher 
als  das  Bild  des  Thells  dieser  Geraden  za  betrachten  ist,  dem 
die  Winkel  0,  w,  Zi  entsprechen.  Diese  Frage  kann  auf  fdgende 
Art  beantwortet  werden. 

Von  dem  Punkte  (wne)  ans  schneiden  wir  auf  dem  dnrtch  ifie 
'Winkel  0,  m,  0  bestfmmten  Theile  der  dnrch  diesen  Ponkt  ge- 
legten >  darch  die  Gleichungen  17)  charal^terislrten  Geraden  ein 
beliebiges  Stück  B  ab*  und  beselchnen  dorch  X,  F»  Z  die  Coor- 
dinaten  des  Endpunkts  dieses  Stücks;    so  ist: 

X=i — Srcosacosy^  RcobB, 
F=--2rcos/Scosy -f  iZcosi», 
Zs=— rcos2/,-f  AcosSs  — r(2G0Sy*— l)-f  AeoscS. 

Von  dem  Auge  sieben  wir  nach  dem  Punkte  (XTZ)  eine  Ge- 
rade, bezeichnen  deren  Durcbschnittspunkt  n^it  dem  Bilde  der 
durch  den  Punkt  (tieto)  gelegten,  durch  die. Gleichungen  17)  cha- 
rakterisirten  Geraden  durch  (X'Y'Z^,  und  die- Entfernung  dieses 
Punktes  von  dem  Punkte  (icVteO  durch  iZ';   so  ist: 

cosy 

cosy 
Z'  =  0. 

Die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  und  den  Punkt  (XVZ)  ge- 
legten Geraden  sind: 


X  y  z  —  r 

5""  F~"Z-^' 


und  es  ist  also : 


i 


woraus : 


A=:-^,     F  =  -   '^ 


Z^r'    '  ""     Z— r 

folgt;   also  nach  dem  Obigen: 

_^_      2rcosttC08y  —  Rcos  6         y^^      2r  cos  ß  cos  y  —  R  cos  to 
^  ""  ircosy^-Äcosö     ^'  2rcosy«-~  Äcosö     ^' 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen : 
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Aus  dem  Punkte  {uvui)  lassen  wir  jetzt  eine  zweite  auf  dem 
nach  (uvw)  gezogenen  Kugelhalbmesser  senkrecht  stehende  Ge- 
rade ausgehen 9  und  bezeichnen  die  von  derselben  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  d^  a>i,  c3| ;  so  ist  nach  27)  för  das 
Bild  dieser  Geraden: 

cos  a  cos  Ol— cos  y  cos  6i 


cos^i'  =  — 


cosy 


29).    .    .      <  ^  cosjScoscDi— -cosycosoi 

*  cosa)i'= '- '9 

*  cosy 

cos  öl '  =  0. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  von  den  beiden  von  {umo)  ausgehen- 
den^ durch  die  Winkel  6,  co,  ö  und  di,  ühi,  c5i  bestimmten  Ge- 
raden eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch 
Sl,  den  von  den  Bildern  dieser  beiden  Geraden  eingeschlossenen, 
180^  nicht  libersteigenden  Winkel  durch  Sl' ,  so  ist: 

cos  Sl  =  cos  Q  cos  Ol  +  cos  w  cos  co^  +  cos  ö  cos  5| , 
cos  Sl'  =  cos  Ö'cos  öl '  +  cos  ©'  cos  ©i'  +  cos  5'cos  öl '. 

Nun  ist  aber: 

(cos  «cos  6)  —  cosy  cos  ö)  (cosacosöi  —  cosy  cos  öi) 
-h  (cos/?cosö  — cosycosca)  (cos|3cosöi  — cosy  cos  g>i) 
=      (cosa^  +  cos|3^)cos(5cosöi 
+  cos  y^  (cos  6  cos  öi  +  cos  co  cos  Wi ) 

—  (cos  a  cos  ö  +  cos  j3  cos  0})  cosy  cos  ö| 

—  (cos  a  cos  Öl  +  cos  ß  cos  «i)  cos  y  cos  ö 
=      (cosa^+ cos/3^)cosöcosÖi 

-{-  cos  y^  (cos  Ö  cos  öi  +  cos  co  cos  c^i ) 

—  (cos  a  cos  ö  +  cos  ß  cos  w  +  cos  y  cos  ö)  cos  y  cos  öi  • 

—  (cos  a  cos  öl  +  cos  ß  cos  (»i  +  cos  y  cos  ö)i )  cos  y  cos  ö 
4"  ücosy^cosöcosöi 

=:      (cos  a*  +  cos  j3^  +  cos  y^)  cos  ö  cos  «i 

-f-  cos  y^  (cos  ö  cos  öl   \  cos  o  cos  o)i  +  cos  (5  cos  öl ) 

—  (cos  «cos  ö  +  cosj3cos(ö  +  cosycosö)  cosy  cos  öj 

—  (cos«cosÖi  4-cos/3cosa)i  -f  cosycosöi)cosycosö 
=      cos  y^  (cos  ö  cos  öi  +  cos  w  cos  ©i  -f-  cos  ö  cos  öi ) 

—  \Vl (cos a cos Ö  +  c'os |3  cos  w  -f  cos y  cos Ö) cos y  —  cos  ö  t  cos Öi 

—  4  i^  (cos  «cos  öl  +  cos|Scos  «,  -f  cosy  cos  öl)  cosy  —  cosc^il  cosö 
=:     cos  y*  (cos  ö  cos  öi  +  cos  «  cos  Wi  +  cos  ö  cos  öi ) 


-  lamm,  qai  inter  has  lineas  et  sxin  absdssarain  comprebeDduntar, 
litteria  (  et  #  ex  ordine  designaotur,  inveniantur  aeqaationes 

lineae  per  A  dnctae  y — y,=  *(ar— «i), 

,,     D      .,      y— ff«=»Cfc-ar4). 

CoordinKlae   pnnctpniin,    ubl  linea  prima  terUam  et 
secat,    saut: 

to,  —  gja  +  yi— y,               _tg(jr,~3:,)-H^— »y, 
&•!-  (_*  li«-  (II#  ^' 

^to,— »J4-fy4-.Vi 


e  quibas  posteriores  substitDeodis  x^,  y«  pro  Xg,yg  ioventae  aant 

'     Coordinatke  poncti,    nbi  secuoda  tinea  tertiam  secat,    inveni- 
UDtor,  si  in  prioribas  ^i>  yi   in  x^,  y«  roatautnr.    Ita  reperimos: 


■  • 

I 


*   f 


(4) 


!Mi6         limämtint  »€'  ]ßitfM$h§rämmt»','9ii9r9im  Merm 

^▼el  il  brevitefte  cattiwa  |K>alm<uis       : 

4l«C«5i-«4)(j%— yi), 

ii»=(«t— «4)(yt— yi). 

Ät=s(Äri-a?i)(«^-ar4i)+(yt— yi)(j(^-»y4), 
Ci=(«i  — ;r,)  (yt— y4) ; 

*—± T+T« '  ■   w 

Nnmqaid  rectangulum  sit  mazimain  adt  loinimam«  jam  qnaer^' 
mus.     Si  primuni  /2|  coosideramus ,  differentiando  inveniemas: 

Posita    -4~=0,   invcnitur: 

Repetita   differentiatio,    quum  termini,    qai    propter  aequatiooe^^^ 

AR 

-j-^=:0  evanescunt,  negliguntur,  dat:  "^ 

Si  valores  inventi  in  (4)  introducaDtur ,   reductionibus  quibosdsU^^*^ 
factis,  prodeunt: 

Signa  ita  sumenda  esse»  ex  eo  intelligitar,   qaod  est 
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(Ci-^i)«  +  Äi«>(C,  +  ^i)«   vel   i?,«>MCi, 

I 

d     «giuod  valoribus  quantitatum  A^^  ^i,  Ci    considerandis  elucet. 

larKm    sequi tur,  ut  in      .^  Signum  superius  pro  priore  valore  ipsius 

,    d^ed  Signum  inferius  pro  posteriore  eiigenduro  sit.     In  utraque 

gitur  re  evadit  ■  .J  <  0,  atque  ideo  est  et  Ri    et  Äj"  maximum. 

MiT^imum  non  esse  etiam  sine  calculo  patet^  quia  lineae  ita  duci 
po^^unt»  ut  nulluni  rectanguium  prodeat. 

Permutandis  indicibus,  maxima  reetangulorum  R^  et  R^  inve- 
nittTifur. 

Jam  quaeramuS;    quando   rectangula,    de    quibus    agitur,    in 
quEi.c3rata  transeant.    Tum  est 

Linci  ^  invenitur : 

^_    ^8~^4  +  yi~.y2 
^1—^2  —  ^8+3^4' 

^// ___    ^8^'^4— yi+y« 

^1— ^2  +  ?/8— ^4' 

Itacjue  sunt  latera  quadratorum,  his  valoribus  respondentium : 
^  ;       ,  (a?!  ~  x^)  {x^  ~  x^)  +  Cvi  —  ya)  (^8  —  3^4) 

^  // __ ,  (^1  —^2)  (^3  —^4)  +  (yi  —3^2)  (ys — ^4) 

1  ^1— a:a+.y3— ^4 

^^  (irins  x^,  ^a,  deinde  0^4,  ^4  pro  ^Ta»  ^2  ^^  contra  posuerimus^ 
)i^^^  quadrata  inveniemus.  Itaque  sex  omnino  sunt  quadrata,  quo- 
''Q*^^^  latera  per  quattuor  puncta  data  transeant.  Cfr.  C lausen  in 
^>o«    Arch.  Tom  XV.  pag.  238. 


*      \ 
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Uebpogsaiifgabeii  för  Schüler. 


Von  Herrn  Dr.  Christian  Fr.  Lind  man  in  Strengn&s  in  Soliwcdei. 

1.  iDTenlre  termiDam  gen^atem  et  aammani  aerlei  n-f  1  ter- 
minoraiii 

1+?+»+«+ 

2.  Omnis  nnmenia  formae  ^l^f+^  +  l  et  formae  2^ — 1  per  3 
divisibilia  esse  demonatratur. 

3.  E  tribna  punctia  datla  0°  eaddm  lioea  ndn  jacentibos)  ot 
eentriS'tres  circnioa  deacribere»  ^ol  trea  tangentea  commuDes 
habeant. 


M    i    8    c    e    1    1    e    n. 


Geometrischer  Satz. 

Von    dem   Herausgeber. 

In  einera  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreise  sei 
eine  Sehne  AB^=s  gezogen,  welche  den  Kreis  in  zwei  Abschnitte 
theilt.  (Jeher  dieser  Sehne  AB=s  als  Grundlinie  beschreibe  man 
in  die  beiden  Abschnitte  Dreiecke  und  bestimme  die  Darch- 
schnittspunkte  der  Utihen  derselben.  Man  soll  den  geometrischen 
Ort  dieser  Durchschnittspunkte  finden. 


S54 


Müceiie». 


oder 


oder 


1  +  — ^-  +  --0 


d.  i.»  weil  a*-|-ft*=r*  ist,  wie  maii  leicht  findet: 

.      ,(-r-a)«  +  (»  +  6)*=r». 

Folgtich'ist  der  Ort  ein  mitdem  HaHuDeMer  r  aae  dem^darch 
dieCoordinatenoa  —6  be^timmtenMIttelpanktelieeciirlebener  Kreis. 

•     bt  e  die  Entfemnng  des  Darcheelinittspanktv  der  :drei  Hohen 
de6  oben  betrachteten  Dreied»  Yon ' dessen  SpltBei8,«o- Ist; 

also  nach  dem  Obigen: 


und  folglich^  weil 


ist: 


^  +  ^*  —  2ar  =  —  2bff 


ß«  =  46«,    e  =  ±26; 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  b 
positiv  oder  negativ  ist.     Also  is(  e  eine  constante  Grosse. 


Von   dem    Herausgeber. 
Um  die  beiden  Gleichungen 

X  —  y  =  a,    a^ — y*  =  ö* 
aufzulösen,   setze  man 


so  is(t: 


also: 


und  folglich 


3/isceiien.  355 


oder: 


;'>t©'i=^ 


Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  offenbar  -=l9unddividirtman 

nun   mit 1    io    (-)   4- 2  hinein,    so   erhält  man  zur  Be- 
tt                \a/     '  a 

stimmuDg  der  beiden  anderen  Wurzeln  die  Gleichung: 


0/  ü 

durch  deren.  Auflösung  sich 

ergiebt,  so  dass  also  die  beiden  anderen  Wurzeln  imaginär  sind. 
Wendet  man  auf  die  Gleichung 

die  cardanische  Formel  an,  so  erhält  man: 


s=Ai+Vi+^)+v(|-Vm^) 


o 


der: 


u       3  ,      A  /  28       3   ,      A  /  28 


)■ 


Diese  Wurzel  ist  reell,  und  da  nun   nach  dem  Obigen  die  Glei- 
chung nur  eine  der  Einheit  gleiche  reelle  Wurzel  hat,   so  ist 

3  A  /  28        8  A  /  28 

V(l  +  Yg)  +  V(l-y  ^)  =  1. 

Wie  ist  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auf  andere  Art  leicht 
nachzuweisen  ? 

Die  Bestimmung  von  x  und  y  ergiebt  sich   aus  dem  Obigen 
^011  selbst. 

Durch  Rechnung  mit  Logarithmen  verificirt  man  vorstehende 
Gleichung  leicht  wie  folgt: 


V» 


Iog27  =     1,4313638 
logg  CS     0.01S7942 

log^P»  0.0078971 

yP=?  1.018360 

l  +  ^P=  9tOI8380 
1  -V  p  a9T-a018350 

•o^l+\fp)=  0.3049986 

log(i-^P)?  0.2636861-2» 

logV(l  +  y^)=  0.I0166B5 

logV(l-y^)«»  0,4212120-1, 

V(l-^^);=- 0,263762 
V(l+^|)+V(l-V^|)=     1,000001. 


Von  dem  Herausgeber. 

Ein  dem  Weeentlicli^ii  naeb  bekannter  Beweia  des  Ausdruc 
von  Wallis  fär  tu  lässt  sich  mit  besonderer  Strenge  auf  folgen 
Art  darstellen. 

Aus  der  bekannten  Reductionsformel 

/sin  af^dx^ sin  a?""-*  cos  x  + fsm  ar»-*  dx 

ergiabt  sich  sogleich: 

TT  2 

sina:^^t= #      8in^»^*öar, 


MUeeiim.  867 

woraus  man,   wenn  der  Kürze  wegen 


=/'•' 


0 
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gesetzt  wird,   die  Relation 

Jn  =  -— r-  «/n-2 

n 
erhält. 

Ist  nun  zuerst  n  elue  gerade  Zahl»  alao  etwa  n  =  2fi,  so  ist: 

2|x— 3 

u.  s.  w. 
also   durch   Multiplicatlon : 


1. 3.5,7. ...(2fi—l)  , 
'^*^-      2.4.6.8..,.  2|»       "^^^ 


und  folglieh,   weil 


ff 
»1 


o 

ist: 


•^0=/      8a;=2 


1.3.5.7....  (2fi-l)    « 
•^*^"'      2.4.6. 8.... 2tt       ^^ 

Ist  ferner  n  eine  ungerade  Zabl|  etwa  n=s2f&-f  1,  so  ist-: 

2fi— 2 


2f*--4 


n.  6.  w. 


9S8  iH$eeUm. 

also  dorch  MoltipHcatioD : 

und  folglich,  weil  offenbar 

n 

Jx  =:•  /     aind;dd?=  1 
ist: 


,  2.4.6*8....2fft 


Zwtecben  0  und   s'^  allgemein: 

«InVi^  >  «in  jH^> 

alao,  nach  dem  bekannten  Uanplaatse  von  den  beatimmten  Intc 
gralen  offenbat':  !  ' 

oder  in  der  obigen  Bezeiebnung  allgemein  Jn'^Jn^-iy  folglich: 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

1.3.5.7.... (2fi—l)   7c         2.4. 6. 8... .2^ 
2.4.6.8.... 2f*     '2  ^3.6.7.9....  (2ft+l)' 


woraus 


£  ;^^         2.2.4.4.6.6....2|ii.2|x 


oder: 


2  ^  1.3.3.6.5.7....(2fi-l)(2(*+l) 

38224466         2jf         2fi 
2  ^  T'33"5'6'7'-2f»-r2fi  +  r 


Ferner  ist  nach  dem  Obigen : 


also: 


1.3.5.7....  (2ft+l)   TT      2.4.6.8....  2|ii 

2.4.6.8....(2f*+2)'2  ^  3.5.7.9....(2fA  + 1)' 


woraus : 

n  2.2.4.4.6.6....2|ii.(2|ii-t-2) 

2  ^  1.3.3.6.5. 7. ...(2fi  +  l)(2fi+l) 
oder: 


S62  Cerneiiie'L,  Landri:    (Jeder  den  Schwerpunki 

pankt  ist.  Ich  zog  nämlich  die  zweite  Diagonale  des  Vierecks, 
wodurch  das  Viereck  aufs  Neue  in  zwei  Dreiecke  getbeilt  war, 
deren  Schwerpunkte  ich  wieder  durch  eine  gerade  Linie  verband, 
und  also  eine  zweite  Linie  bekam,  worauf  der  Schwerpunkt  des 
Vierecks  lag.  Der  Schwerpunkt  selbst  war  daher  vOllig  bestimmt. 
Das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Momente  bewährte  sich  in  der 
Thaty  wie  folgende  Rechnung  zeigt. 

Schneiden  sich  die  beiden  Diagonalen  ^C  und  BD  des  Vier, 
ecks  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  ].)  im  Punkte  a,  nehmen  wir  ^6=^, 
Ac=^ßc,  Cd^=Dd,  Be  =  De;  so  ist  der  Durchschnittspunkt  o 
von  ßb  und  Cc  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC;  p  (Durch, 
schnittspunkt  von  Ad  und  Db)  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
ACD;  deshalb  op  eine  Schwerlinie  des  Vierecks;  g  (Durchschnitts* 
punkt  von  Ae  und  De)  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABD, 
und  endlich  r  (Durchschnittspnnkt  von  Bd  und  Ce)  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  BCD;  daher  ist  qr  die  zweite  Schwerlinie 
des  Vierecks.  Der  Punkt  z,  in  welchem  sich  op  und  gr  schnei- 
den, ist  mithin  der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Nun  ist  bekanntlich  i?6  =  3o6,  Db  =  ^pb,  folglich  op\\BD: 
op  schneide  die  Diagonale  AC  in  /*,  so  haben  wir  denn  aucb: 
Ba=Sofy  Da  =  ^pf;  ebenso  schneiden  sich  gr  und  BD  im 
Punkte  g,  gr\\AC,  Aa=zZgg,  Ca  =  ^rg;  das  Viereck  afzg  \st 
also  ein  Parallelogramm.  1 

Weiter  haben  wir: 

A  ABC: /^  ACD  =  BaiDa  =  ofipf. 
pz  z=zpf-^fz  =  iDa  —  ag, 
oz  =z  of+  fz  =  \Ba  +  ag. 


Daher: 


aber 


/?i:oz  =  Da^SagiBa+^ag, 


Da  —  3ag:=zDe  +  ae — 2ae=:  Be  —  ae  =  Ba, 

Ba  -f  ^ag  —  Be  —  ne-\-  2ae  =:  De  -{-  oe  —  Da  : 

folglich  : 

pz:oz=:  Ba :  Da. 

Wir  erhalten  also,  was  wir  ^'uchten: 

/i^ABC:^ACD=:pz:oz, 
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N 

Viereck  CDEFiACDFaa^abiao 

^CDFiWeteck  ABCF=zpq'.hif  

also:     Viereck  CDEFiWereck  ABCF^abXpg.aoXbq. 

Da  wieder  aq  Transversale  des  Dreiecks  pob  ist,  so  haben  wir: 

r 

ßbXpqXzo  =  aoXbqXp^, 

*^  *  •  '  ■  . 

•de?) 

abXpq:aoXöq  ^ ptifn; 

daher:  * 

Viereck  CZ>£F:  Viereck  ABCF^pzizo, 

Wir  haben  aber  auch: 

Fünfeck  ABCDF:^CDF=zbp:pq 

A  CDF:  A  DEF  =  ao ;  bo 

Fünfeck  ABCDFi/üDEF^bpXao.pqXbo. 

Nun  betrachte  man  das  Dreieck'  abq  mit  dessen  Transversale  po. 
wodurch  sich  ergiebt: 

noX^bpXqz  =  boXpqX^az, 

oder: 

bpX^ao ipqXbo  =:  az',qi\ 

so  dass  wir  wieder  erhalten: 

Fünfeck  ABCDF:  A  i>l^'F  =  az :  ^2. 

In  dem  Sechsecke  giebt  es  neun  Schwerlinien,  welche  sich 
im  Punkte  2  schneiden,  denn  man  kann  dasselbe  auf  sechs  Arten 
in  ein  Dreieck  und  ein  Fünfeck,  und  auf  drei  Arten  in  zwei  Vier- 
ecke zerlegen. 

Auch  kann  man  den  Schwerpunkt  zweier  von  einander  ent- 
fernten, obgleich  in  der  nämlichen  Ebene  liegenden  Dreiecke  fin- 
den, wofür  ich  ein  neues  Sechseck  gezeichnet  habe  (Taf  IV. 
Fig.  4.),  weil  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  alle  zu  suchenden  Schwerpunkte 
einander  so  nahe  kommen,  dass  die  Linien  schwer  zu  unterschei- 
den sein  würden. 

In  Taf.  IV.  Fig.  4.  habe  ich  die  Schwerpunkte  nicht  construirt, 
sondern  nur  gewählt,  welches  aber  der  Beweisführung  nicht  scha- 
det, wie  man  sehen  wird.     Sei  denn: 


und  desten  nützliche  Anwendung  in  der  Siereameirie.        375 

^ABC=:  ^HEFxcobS, 

^ACD=:^  HGFxcos  S ; 
daher: 

^AßCi^ACD=:/>iHEF:^HGF; 

aber  wir  haben  auch: 

^ABC:^ACD=pz:qz, 

m 

folglich 

pziqz^PiZiigiZi. 

Nun  sind  ppi  and  ^^  parallel »  deshalb  auch  zzj  parallel  zu  ppi 
und  qqi. 

Bezeichnen  vrir  den  Inhalt  des  abgestumpften  vierseitigen 
Prismas  mit   V,  so  ist  nach  dem  in  II.  Bewiesenen: 

V=:/^ABCxgqi  -{^  ä^ACDxqq^, 

Nun  haben  wir  in  §.  1.  bewiesen: 

Viereck  ABCD:pq=z /^AßCizp  =  /y^ACDizq; 
oder : 

\ABC^  Viereck  ABCDx-^ » 

P9 

A^CZ>  =  Viereck  ABCDx^ ; 

P9 

so  dass  wir  bekommen: 

V  =  Viereck  ABCDx  ^^^^^^  +  ^^^^^ 

pq 

=  Viereck  ABCDx^^^^^^  (siehe  §.3.,  III.): 

endlich: 

F  =  Viereck  ABCDXzz^. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn  die  parallelen  Kanten  nicht 
senkrecht  auf  der  Basis  sind,  man  auch  hier  eine  Ebene  senk- 
recht auf  die  parallelen  Kanten  legen  kann.  Nunmehr  hat  es  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  den  Satz  auf  ein  beliebiges  abgestumpf- 
tes Prisma  auszudehnen.  Der  Gang  des  Beweises  selbst  zeigt 
die  Allgemeinheit,  so  dass  wir  vollkommen  sicher  den  Satz  auf- 
stellen könoen: 


V  .  ■     . 

«rglebt. 

Uni  ZShIer 

bringt  man  leicht  auf  die  Form: 

(*'+»')=  =F(o-«)l2(«'-s')T("-6)l. 
aiso  auf  eine  der  beiden  Formen; 


oder: 


(a:«  +  S»)s±2(o-6)U'  +  äl»)  +  (il-4)«T-«o-S)««i 


l(»'  +  S')T(»-»)l'±4(»-%«. 
i(»'  +  j')±(«-«)l"=F««-«)«*- 


in  der  Ebene,  379 

Betrachten  wir  nun  Euerst  die  Gleichang: 

5) -^+^  +  1  =  0, 

so  ist  nach  4): 

j  V{(:r»+y«)-.(a-6)|a  +  4(a-.6)3^* 
'  V{(a?*+y«)+(a— 6)1«— 4(a— 6)ar«; 

woraus  zavSrderst  erhellet,  dass  die  Wurzeln  stets  reell  sind, 
weil,  wenn  a  — 6  positiv  oder  negativ  ist,  respective  +4(a— 6)3f* 
oder  —  4(a  — ö)ar*  positiv  ist. 

Setzen  wir  nun: 

/       ~  U(a:2+2^a)+(a-6))a-4(a  — 6)ar« 

und  bezeichnen  die  beiden  Wurzeln,  so  wie  sie  durch  das  obere 
und  untere  Zeichen  in  der  Formel  6)  bestimmt  werden,  respective 
durch  l  und  (ü;  so  ist  nach  6): 

also: 

A — (*  =  ViV,    folglich    A  >  I* ; 

so  dass  also  das  obere  Zeichen  in  6)  immer  die  grössere  Wur- 
zel liefert. 

Leicht  findet  man: 

und  folglich,  wie  sich  sogleich  durch  leichte  Multiplication  ergiebt : 

=  (^*  +  y*  T  ViV)«  -  (a — 6)« 

=  {(^*+3^")+(«-6)TViVM(a:«  +  y«)-(a-6)TVM. 
Also  ist  offenbar: 
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• 


Ana  der  ersten  Vergleichnng  folgt: 

wSre  aber 

sowXre  a<&,  da  doch  nach  der  Voransaetsnag  a>i  ist;  alaolst: 

Aus  der  zweiten  Vergleichnng  folgt: 


ao  wXre  wegen  des  Vorhei^henden  A  <  fi .   da  doch  Dach  dem 
Ohigen  i>fi  ist;  also  ist: 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleiehangen : 


im  der  Stent.  S81 

«>i>6,    a>»»<6; 

also: 

a>l>b.    6>^>  — OB. 

Wenn  a<6,  also  a — 6<0  ist,  so  ist 

(«•+»•)-(«- 6)  >0. 

Nach  7)  ist  in  diesem  Falle  offenbar: 

t(a:«+y«)  +  (o-6)}«<2V^<((««+y«)-(a-6)}«, 

nnd  folglich,  weil  hiernach  V^  grOsser  als  der  absolute  Werth  Ton 

(^+y«) +  («-*) 

ist: 

(^•+y«)  +  (a-6)-ViV<0,    (a:«+y«)^(a-6)-V2V>0; 

(a:«+3^*)  +  (a-6)  +  ViV>0,     (a?«+y«)-.(a-6)  + V2V>0; 
also  nach  dem  Obigen:  • 

(ö-X)(6-X)<0,    (a-f*)(6-f*)>0. 
Aus  der  ersten  Vergleichung  folgt: 

wäre  aber 

so  wäre  a>  6»  da  doch  nach  der  Voraussetzung  a<6  ist;  also  ist: 

a<il<6. 
Aus  der  zweiten  Vergleichung  folgt: 

wäre  aber 

so  wäre  wegen  des   Vorhergehenden  il<|[A,  da   doch  nach  dem 
Obigen  k^  fi  ist;  also  Ist: 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleichungen : 

a<X<6,    a>f*<6; 


_^^^iaaia^^^_ . 


Setzen  wir  nun: 

and  bezeichnen  die  beiden  Wurzeln,  so  ifie  sie  durch  das  obere 
und  untere  Zeichen  in  der  Formel  10)  beBtimmt  werden,  reapectire 
durch  A  und  (i;  en  ist  nacli  10): 

also : 


in  der  Börne.  38S 

1— (t  =  ViV,    folglich  i>f»; 

so  dass  also  das  obere  Zeichen   in  10)  immer  die  grossere  War* 
sei  liefert. 

Leicht  findet  man: 

o  -  (i(a;»  +  .V«  +  a  +  6)  ±  4ViV' )  =  it  (0-6)— («« +»«)T  V2V I, 
*— li(«*  +  »"  +  a  +  *)±iVÄ'|  =  i{-(a-6)-(a:«+y«)TViV|; 

aud  folglich,  wie  sich  sogleich  darch  leichte  Multiplicatioo  ergiebt; 

4{«-[J(a:«  +  .v«  +  a  +  6)±iv'iV'|t6-[i(a:«+»"+a  +  6)±4ViV]) 

=  (a:»+y>±ViV)«-  (o— 6)« 

=  {(«•+»*) +  (fl-6)  ±ViV  M(a;«+»»)--(a-6)i:  VA»}. 
Also  ist  offenbar: 

4{a— i)(6— X) 
=  {(ar«+»«)  +  (a-6)  + ViV'H(a:«+y«)-(rt- 6)  +  V2V I, 

4(a-,t)(6-ft) 
=  t  (af« +»«)  +  (o  -  6)  -  VA'  1 1  («»+»«)  -(o-*)  -  vA'  I  • 
Wenn  nun  (i>6,  also  a — 6>0  ist,  so  ist 

(a;«+»")  +  (a-6)>0. 
Nach  11)  ist  in  diesem  Falle  offenbar: 

|(j;2  +  y«)  +  (a-6)|«>A'>|(a:«+»»)-(a-*)l". 

und  folglich,  weil  hiernach  VN'  grösser  als  der  absolute  Werth  von 

(a!«+y«)-(a-6) 
ist: 

(«•  +»*)  +  (o-6)  +  i^A'>0,    (»"  + j>*)-(o— «)  +  ViV >0; 

(a:«  +  f/«)  +  (a-6)— ViV>0.    (a:»f  y>)— (o— 6)— ViV  <0; 
also  nach  dem  Obigen: 

(a-A)(6-A)>0,    (a-rt(6-f»)<0. 
Aaa  der  zweiten  Verglelchung  folgt: 


"> '*>^' 
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* 

wire  aber 

so  win  a  <6,  da  doch  oach  der . Voramirttattiig  a>  i  Ist;  $i9ö  M: 

Au  4l6r  aisieii  VcrglrtehvBg  folgt:  - 

wiro  aber 

•o  #ire  wq^oD  doo  VorborgohondoD  i<fiy  ^  dodi  each  dem 
Obigen  X>|i  bt;  also  Ist: 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleiehnngen: 

o<i>6,    a>|»>6; 
also: 

Wenn  a<6,  aloo  a  — 6<0  ist,  so  ist 

Nach  (11)  ist  in  diesem  Falle  offenbar: 

l(a:•+»•)+(«-6))•<^'<{(«»  +  3^)-(a-6)l». 

und  folglich,  weil  hiernach  ViV  grOsser  als  der  absolute  Werth  von 

(af»+»«)+(a-6) 
ist: 

(«•  +  »«)  + (a-6)  +  V^'>0.    (a*+y*)—(a-b)  +  VS'>0; 
{«•+»*) +  (o-*)- VA' <0.    (a!"+.v^-(«-6)-ViV>0; 

also  nach  dem  Obigen: 

(a-i)(A-i)>0.    (o-»»)(6-^)<0. 

Aus  der  zweiten  Vergleichung  folgt: 
wäre  aber 


in  der  Eöene.  385 

so  wäre  a^b,  da  doch. nach  der  Voraussetzung  a<fr  ist;  also  ist: 
Aus  der  ersten  Vergleichung  folgt: 

wäre  aber 

a>k<b, 

so   wäre  nach  dem  Vorhergehenden    il<f*,    da   doch  nach   dem 
Obigen  X^ii  Ist;  also  ist: 

a<,k>b. 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Verglelchungen : 

also : 

Die  beiden  reellen    Wurzeln  unserer    Gleichung  liegen  also 
im  ersten  Falle  innerhalb  der  beiden  durch  die  Grössen 

6,  a,   -f  OD 

bestimmten  Intervalle;  Im  zweiten  Falle  innerhalb  der  beiden  durch 
die  GrSssen 

a.  b,  +» 
bestimmten  Intervalle. 

Im  ersten  Fälle  ist: 

A>a>fA>6, 

im  zweiten  Falte  dagegen: 


5.  2. 
Auch  ohne  die  Gleichangen 


«-"=-;^,-31:jV'  ... 

•  folglich  f(—J)  positiv.  Ist  null  a>i,  so  liegen,  äa^  ntAl  flr~J) 
positiv  nnd  nach  dem  Obigen  offenbar  f{ö — t)  negativ  ist,  dne 
reelle  Wurzel  zwischen  — X  und  6  liegt,  zwei  roelle  Wnrzelo 
in  den  beide»  durch  die  GrSssen 

— 00,  b,  a 

bestimmten  Intervallen.  Ist  dagegen  a<A,  so  liegen,  da,  ivwl 
f{—J)  positiv  und  nach  dem  Obigen  oSeahar  f[a — t)  Dflgatir  ist, 
eine  reelle  Wurzel  zwischen  —  oc  und  n  liegt,  zwei  reelle'Wor 
zeln  in  den  beide»  durch  die  GrSssen 


bestimmten  Intervallen. 

Betrachten  wir  ferner  die  Gleicfaui^; 
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und  setzeo  der  Kürze  wegen 


so  ist: 


—  ^*  ,       y^ 


und  es  haben  also  offenbar  immer»  es  mag  tf>6  oder  a<6  sein, 
/"(a^pt)  und  F(AJ:t)  entgegengesetzte  Vorzeichen,  woraus  sieb 
ergiebt,  dass  zwischen  a  und  b  hnmer  eine  reelle  Wurzel  liegt. 
Ferner  ist 

folglich  F(-|- J)  negativ.  Ist  nun  a>6^  so  liegen,  da,  weil  F(a-ft) 
nach  dem  Obigen  offenbar  positiv  und  F(-^J)  negativ  ist,  eine 
reelle  Wurzel  zwischen  a  und  -f  oo  liegt,  zwei  reelle  Wurzeln 
in  den  beiden  durch  die  Grössen 

b,  a,  H~  <3D 

bestimmten  Intervallen.  Ist  dagegen  a<6,  so  liegen,  da^  weil 
nach  dem  Obigen  F(6-|-i)  offenbar  positiv  undF(-f  J)  negativ  ist, 
eine  reelle  Wurzel  zwischen  6  und  +  od  liegt »  zwei  reelle  Wur* 
zeln  In  den  beiden  durch  die  Grössen 

er,  69  -f  OD 

bestimmten  Intervallen. 

Dass  die  beiden  reellen  Wurzeln  unserer  Gleichungen  auch 
jederzeit  im  Allgemeinen  ungleich  sind,  ergiebt  sich  aus  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst. 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §.1.  gefundenen 
Resultaten  vollkommen  überein. 

Weil,  indem  wir  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten,  of- 
fenbar 

»/».)=-!(f^.y+(-A)>- 

»'w=-!(^.)"+(fi)"U 


and  folglich  nach  15): 


si=- 

-2- 

o- 

^l' 

=T 

1 

-?■ 

J 

=  |- 

^.' 

l=- 

-1- 

1 
5; 

1 
-I' 

=!■ 

1 

l=- 

-1- 

1 
6= 

-f* 

=1- 

?^- 
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Weil  Dan 

ist;  80  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  ein 
ander,  so  erhält  man: 

=  l(Ä)"-^(A)>'-+l(;r^,)'Hi^)>'- 

folglich  nach  22)  und  19): 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 


28)     ... 


^   "-  +  4(X-ß)(;i-6)-''"    4X   ' 
^  '""*"4(fi— <i)(f*— 6)"""*"  4y!f 


setzen : 
29) a««+8ya  =  I.'8A*+ilf'8|»« 


$.4. 

Zunächst  wollen  wir  nun  im  Allgemeinen  untersuchen,  welche 
Corren  unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  b\  Xy  fi  gewisse  con- 
stante  Grossen  sind,  dagegen  o;,  ^  als  veränderliche  rechtwink- 
lige Coordinaten  betrachtet  werden,  die  Gleichungen 

-^+-^-1-0     ^L  +  -2!,-i-o 
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*%tg\  j  I ^  —  f*o f*o  —  ^ 

SO  ist  nach  29)  allgemein: 

weil  hier  dfA  verschwindet^  da  fi  constant  ist;  und  bezeichnen  wir 
nun  den  von  den  Punkten  {x^y^  und  {xiyi)  begränzten,  den  ellip- 
tischen Quadranten  nicht  übersteigenden  Bogen  durch  <oi»  ^^  '^^ 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar: 


.  =/"■  a^vT. .  m. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

also,  weil  wegen  der  aus  25)  bekannten  Formel: 

hx X       1 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  da;  und  bk  offenbar  gleiche 
Vorzeichen  haben: 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

wo    für  Iq  und  l^  ihre  Werthe  aus  34),  in  Verbindung  mit  33), 
zu  setzen  sind. 

Will  man   den  elliptischen  Quadranten  haben,  den  wir  durch 
Q  bezeichnen  wollen,  so  muss  man 

«etsen,  wofür  man  nach  33): 

^;>'  =  t(^o~Ä)-(«-^)l*=(^-«)^ 

yV|'  =  t(fio-a)  +  (a-6)}«  =  (f*o-Ä)»; 


-     <■•  ■ 

■    i      ■  : 


•       ■ 

f 

996  Gruneru   TkM^^  äer  eütp/heMeu  CoarMmtm    . 

ako: 

und  folglich  nach  34) : 

ij  =silO%,  -  a)  +  (a  +  6  J-4(iio  -  *)=* 
aMh;  «im  ist  nseb  36^: 

Beseichnet  17  den  ganzen  Dmfang  der  Ellipse,  so  ist  also 


Indem  wir  wiederum  die  durch  die  Gleichung  32)  chrakteri- 
sirte  Ellipse  betrachten»  wollen  wir  das  von  den  zweiten  Coordi- 
naten  yQ,  yi^  der  Axe  der  a:  und  dem  Umfange  der  Ellipse  be^ 
gränzte  Flächenstück  derselben  zu  bestimmen  suchen»  indem 
wir  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten  Bezeich- 
nungen auch  jetzt  beibehalten.  Bezeichnen  wir  das  zu  bestim- 
mende Flächenstück  durch  Fqi  ,  so  ist  nach  den  Lehren  der  hö- 
heren Geometrie  bekanntlich: 


-«Ol 

Nach  15)  ist: 


=   /     ^ydx- 


y=\  — r^ — ' 


und  nach  25)  und  15)  ist: 


L_  i/"a-«)(fio-«) 


dx 


also 


8k      ^/"(A,-a)(|[io— g) 


in  der  Ebene,  30Q 

und  folglich: 

*  2(i— «)  T  6— a  f  6  — a 

oder: 

Folglich  ist  Dach  dem  Obigen,  wenn  Aq,  Xi  ihre  aus  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen  bekannte  Bedeutung  behalten: 

^^>  •   •   -^0»= 2(r="^) J       ^^y  l^a 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  durch 
£5  so  ist,  wenn  wir  wie  im  vorigen  Paragraphen  ^0=0,  ^:=6 
setzen : 

40) .  .  .£=?VS^H*:)y*a,y^g. 

a 

Weil  V^|Lio — a  und  V^fiQ-^b  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse 
sind,  ao  ist,  wie  anderweitig  genugsam  bekannt  ist: 

41) E  =  n\r((io-aX(io^^), 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  40)  und  41)  mit  einander,  so 
Brhält  man  die  Formel: 


42) 


.r,,yf^^y^,. 


Es  wird  zweckmässig  sein,  diese  Formel  nach  einer  anderen 
Methode  zu  entwickeln,  um  dadurch  zugleich  ein  Kriterium  für 
die  Richtigkeit  unserer  im  Vorhergehenden  geführten  Rechnungen 
zu  erhalten. 

Setzt  man 

6  —  l:=iu,     A=6 — u; 

so  ist: 

A— a  =  6  —  d  — u,    8il= — du; 
also: 


dX 


1   k—a  1   b-^a^u 
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und  weB  Aud  für  ,Xs:a,  Izsb  respeclive  «=6  — a,  » sr'O  Urt, 
•o  ist:    , 

Setzen  wir  ferner  uzstß,  wa!e  verstattet  iet^  weil  u  jeden- 
*  fidle  positiv  ist«  und  nehmen  e  positiv«  so  ist  du=sivdv,  also: 

^^r       tt  2e^» 

vnd  folglich»  weil  flir  u=:6,  u^b-^a  respective  e=0»  vszVf^ 
ist: 


/•-».^jrb-.='/ 


folglich  nach  dem  Obigen: 


/'»\^!E-i=»/ 


V6— a— e« 
Nach  einer  sehr  bekannten  Redactionsformel*)  ist  aber: 

also  offenbar: 

0  0 

also  nach  dem  Obigen: 


*     .4/*  — it        .,  .    pVb^Ta  Sj, 


/•»xV^J-E-i=<'-«)/ 


V6— a— tj« 

«  0 

Endlich  ist: 

8t> 


9tj  V~6  —  a 


V6— a— «a 


V"'-(^J 


*)  M.  8.   meine   Elemente  der   Differential-    und    Integrai- 
recbnung.    Tbl.  II.  S.85.  §.57. 
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also,  wenn  wir 


V 


setzen : 

dv  dw 


V^^-a— ü«      Vi— to« 

und    folglich,    weil   fär   o  =  0,    v^^Tb—a   respective    to  =  0, 
to  =  1  ist: 

/V*=S 8p /•!       dw 

0  0 

also  nach  dem  Obigen: 

o  0 

Nan  ist  aber  nach  einer  Fundamentalformel  der  Differential- 
rechnung offenbar: 


also : 


/*       dto       n 

0 


ganz  eben  so  wie  wir  in  42)  gefunden  haben. 

So  leisten  die  elliptischen  Coordinaten- Transformationen  über- 
haupt häufig  bei  der  Auswerthung  bestimmter  Integrale  vortreff- 
liche Dienste,  was  das  Vorhergehende  einigermassen  zu  erläutern 
wohl  geeignet  sein  wird. 


•f. 

4 


40S  Brünett:   Tk$arU  4»  eU^mekm  C^^dHMem 


Theorie  der  elliptischeii  Coordinaten  im  Raame. 

Von 

dem  Herausgeber. 


g.  1. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  Discossion  der  Wurzeln 
der  Gleiq^uDg: 

1) ^^+-^  +  ^i:i=0, 

welche  leicht  auf  die  Form : 

2) 

+  t(a6+6c  +  co)T[(Ä  +  c)a;«+(c  +  a)^  +  (o  +  6)i«]ij  J   =0, 
-\abc^  (bca:*  +  eay*  +  oÄi»)  | 

oder  auf  die  Form: 

3) 

+  \(ab  +  bc+ca)±(a+b+c)(a:HyHi^)±(aa:Hh^+cz^)\Q  \  =0 
-  { a6c + (6cjr«  +  cay^  +  abi^)  ] 

gebracht  wird. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  aber  zwischen  den  Grössen  a, 
b,  c  das  bestimmte  Grössenverhältniss 


4Ö4  Srmntrt:    Theorie  Ar  HMßiUeMm  C^arOlmHeM 

—•00»  a»  6,  tf 
befttiniiiten  drei  IntorYalleii.  liegen. 
Weil»  wie  man  ieiclit  findet: 

«=-i(.-^j+(i^r\(^.)'i». 

iet»  80  haben  Bq  nnd  BfXg)  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so 
dass  also  9  wenn  q  zwischen  gewissen  Grfinzen»  zwischen  denen 
kmke  Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  fig)  eintritt,  wächst  oder 
abnimmt,  zwischen  denselben  Gränzen  /(q)  respective  stets  ab- 
nehmen oder  stets  wachsen  moss. 

i 

Ferner  betrachtea  wir  die  Gleichnng: 

6) -^+-J^  +  -^  — 1=0, 

und  setzen  der  Kürze  wegen; 


x^         y^  2* 


Well 

n(a  + »)  =  ^  +  — v?--  +  — ^-.-1 

V     •    '         «    •  a — 6+t      a — c+i 
und 

^  ''         0  —  ö  — l        l        0  —  c— t 


.T*  y«  2« 


also  offenbar  F(a-|-t)  positiv  und  F{b — i)  negativ  ist;  so  liegt 
zwischen  a  und  6  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  5).  Ganz 
eben  so  wird  gezeigt,  dass  auch  zwischen  b  und  c  eine  reelle 
Wurzel  dieser  Gleichung  liegt,  woraus  nun  schon  von  selbst  folgt, 
dass  deren  dritte  Wurzel  gleichfalls  reell  sein  muss,  und  also 
bloss  noch  die  Gränzen  dieser  dritten  reellen  Wurzel  zu  bestim- 
men sind.    Weil  aber 

F{c-\^i)  = L-  +  — ^r-  +  -  — * 

und 

also  offenbar  F(c-f  t)  positiv  und  F(-f  J)  negativ  ist,  so  kann  die 
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7) 
(f-«»)(ff-»)(«f-«)db«V-*)(ff-c)±»^«-c)(?-«)±«^ff-o)(p-*) 

f 

Setzt  man  in  dieser  Gleichang,  weiche,  wie  bemerk^  flir  je- 
de« Q  gilt,  nach  nnd  nach  ^  =  a,  ^  =  6»  ^ssc;  so  erliilt  maa 
die  folgenden  Gleichungen: 

(a— 6)(a— c)«*  =  ±(a— X)(a— f*)(a— v), 

(e-iJ)(c-6)2>  =±(c-il)(c--^)(c:-^); 
oder: 


9)  .K       ,  (ft-^)(ft-tt)(6-i>) 

,.  _  ,  (c-A)(c-fi)(c-v) 
-±       (c-aKc-6)      • 


»Setzt  man  in  der  Gleichung  7)  nach  und  nach  9  =  ^5  Q^=^9^f 
Q  =  v,  und  der  Kürze  wegen : 

L  =(;i— a)(;i-6)(;i— c), 

10) ^  üf  =  (|[*—a)(fi-6)(ft— c), 

iV  =  (v— a)(v—6)(v-c); 
so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

11) 

L  ±a— *)(^— c)a:«+(;i  — c)a~a).y«±(>t— a)a-6)2«  =0, 

ilf+(fi— 6)(|x— c)a:«  +(/i— c)(ft-a)3^«db(^— a)(j*— *)«*  =  0, 
2V+(v— 6)(i;  — c)a;*+(v— c)(v— a)y«+(v--a)(v  — 6)2«  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

(j*  —  c)((i  —  ä) .  (v — d)(v  —  6) — (fi — a)(f* — b) .  (v  — ;c)(v — a) 
=     (|[A  — a)(v  — a)|(ft-c)(v— 6)  — (fA— 6)(v— c)| 
=  —  (6  —  c)(fA  —  v)(ii — a)(v — a) , 

'(v-.c)(v-o).(^— a)(A-6)  — (v-a)(i/— 6).(^— c)(A— o) 
=     (v-a)(A~fl){(v-c)a-6)-(v-.6)(A-c)| 
=  -(6-c)(v~A)(v-a)(;i-a), 
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(A-c)(A~a).(^-a)(f*-^6)-a-a)(A-6).(f»-c)(fi-a) 
=     a-a)(f*-a)((A-c)(fi-6)-(A-6)(fi-c)} 
=-(6-c)a-fi)a~a)(ft-a); 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen: 

iA  =a  — a)(|it— a)(v— o), 

12) j^  =  a-6)(fi-6)(v-6), 

(C=a-c)(ft-c)(i;-c) 

gesetzt  wird,  nach  der  Reibe  mit 

_  (^  c)(fi>-v)^       _  (6— c)(v— ilM      _  (fe— c)a~fi)i^ 
i — a  '  |x  —  a         '  V  — a 

und  addirt  dann  die  drei  Gleichungen  zu  einander;  so  erhält  man 
nach  einfacher  Reduction  die  Gleichung: 

A  —  a         ft — a         V — a 

i  (ft-v)(A-&)(A~c)     (v-A)(fi--^)(fi~c)      (A~^)(v-6)(v~c)j  ^, 

=  0, 
oder,  wie  sogleich  erhellet: 

Nimmt  man  aber  in  dieser  Gleichung  eine  einfache  Vertauschung 
der  Buchstaben  vor,  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

13) 
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t 

Ana  den  drei  Gleichnngen  11)  ergeben  sich  auch  anmittelbar 
die  drei  folgendeD  GleicbuDgen: 

{ (l-6)a— c)Jf--(ft-  6)((»— c)i|«» 
+  ((X-e)(l-a)Jlf-(,i-c)0»-a)£jj*  }  =0, 
+  Ki  ~  «)a  -  b)M-  0»  -  a)(^-6)li )  ^ 

Kp— 6)(l*— c)i\r— (v  -6)(v— c)ilf  Iä« 
+  {(^-c)(f»— o)ZV-(v-c)(v— a)arjy*  ^  =0, 
+  Kj»— «Xf*-*)^— (v— o)(v— 6)itfU« 

{(»— 6)(v— c)i  —  (i— 6)(X— <?)2»l  a:» 

+  {(*-c)(v-a)L-a-c)(A-a)iV|y»  ^  a=0 

+  |(»-aKv— 6)£-(l-a)(i— 6)iVU« 
oder: 


(v-=^-iü:^>'+  (i;:=6-]ür6>»+  (i7^e-ii3^>'=ö' 

olso  offenbar: 

U) 

a:«  .  ««  ,  2« 


(i_a)(^_a) -r (i_6)(^_6) -r  (^  _ ^)(^ _p) 


=  0, 


'^^        .       y'        .        *'       _.A 


(<i  —  a)(v  -  «)  "^  (ft— *;(*'  -*)((»— c)(v— c) 

(v-  a)(A  — a)  ■*"  (v— 6)(;L-^  ■*"  (7^c)(A— c)  "^^ ' 

Schreibt  man   die  für  jedes  q    geltende  Gleichung  7)  anter 
der  Form:  1 


i 

I 


\ 


Hn  Räume,  409 

16) 

^*    .    y*    ,    «*    , !_,  ,  (0— ^)(g— ^)(o~y) 

3nd   differentiirt  dieselbe  dann  nach   q,  so   erhält  man  die  Glei- 
chung: 

r     (j-o)(p-6)(p-c)[(«-A)(^^)+(«-^)(p-v)+(«-v)(p-i)] 

^  l  -(g-A)(g-ft)(g-v)[(p-o)(g-6H(<»-ft)(g-c)+(g-c)(g-a)]. 
-  +  (j_o)a(^-.6)«(^_c)> 

Iso,  wenn  wir  nach  and  nach  ^  =  1,  (^  =  ^9  p  =  v  setzen: 

17) 

\l-aj  ^  \l-b/ ^  \l-  e)  »-  +  (i_ a) (i- 6)^ - c)  * 

^  ^  ViY  y  V+^  *  V  T    <^-^K^-<*) 

Die   durch    Differentiation   hergeleitete  Gleichung    IS)   kann 
Dan  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 


(^)%(;^)V(^.)' 


'  +4-+    ' 


_T-(g"'^Kg— f*K^-^)|      ^""^     ^""^      ^"^ 

"""^(^-öK^-^X^-c)! I 1 i_ 

also  auf  folgende  Art : 

- -|-(g— ^)(»-<*)(g— »)  (       ^— a        .        «»— *        .        »— c       I 
■~  "»■(p-o)(<?-6)(p-c)  \(f-a)(Q-X)+(f-b)((f-(i)'*'((f-e)(if-v}S 

« 

Voraus  sich,  wenn  man  hiemit  16)  Terbindet,  die  Relation: 

TImU  XXXIX.  28 


(t_l)(t-rt. 

+  (4-0)(4-")' 


&         (c--rt<c-.) 


"^(c-KJCc-S)- 


3«_     a 
81-+S 

8).~T2 

3f  _     a 
8v-Tj 


-t)(o— c)'»»' 


->)(»-)■)    i. 
-4)(o— c)'»»' 
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~1^2-(6-«)(6-«)*,«' 

8f»~"*"2*(6-c)(6— o)V' 

^-i«  (6-A)(t~^)    I. 
av^  +  2'(6— c)(6— o)*y«' 

&_;_*    (c— |i)(C— v)     1 

ail -■ •■  5  •  (c— aXc  -  6)  *  «•  • 

&_     *  (e— ») (c— A)    1 
8(t  ~  +  2  ■  (c— aXc— 6) '  i" ' 

&_     «   (c-il)(c-H)    1. 
8v~"»"2*(e— a)(c— 6)'?' 


lieb  nach  9): 

20) 
Sd;  :b        1 


»A~      2'a-i~"2M— o' 

3jj X      1        _  X       1 

3f4  ~  ""  5 '  0 — f»  ~"  2 ' »»— a ' 

dj;  x      1  j;       1 

1  IT       1 


?» y 


aA-""2?::i-2r::^' 

& s  J[^ t       1 

8i 1   _1 s       1 

3v  2'c— i^""2*v— c' 


I    DUO 


nnd  folglich  nach  17)- und  14); 
22).  .   . 4(8««+8»"+e>') 


-T(J_„)(i_4)(J_c)" 
»-,)fr-l) 
+  ft,_«)(^_J)(^_c)"C 

_(v-i)(,-rt 
*(v-o)(v-4)(.-c)'"^' 


im  Räume.  413 

oder,  wenn  der  Kfirze  wegen: 

23) 

^  ~  +  4(i— a)(A-6)(il— c)"""^         4L 

'"-  +  4(^-a)(p-&)(^-c)-+  4^ 

^'  -+4(v_a)(v  — 6)(v— c)-"*"  iTT 

gesetst  wird: 

24).  .  .  .&c«+^y«+^2*=^'^*H*'^i*•+^'^v« 


§3. 

Wir   wollen  nun  untersuchen,  welche    Flächen    des  zweiten 
Grades  durch  die  Gleichungen: 


j?*  v*  1* 


oder: 


V — «      V — b     V  —  c 


25)    .....   .  ■(_^+J£L+_^s5l, 

-f!_  +  ^+-^=:l 

dargestellt  werden,  wenn  wir  voraussetzen,  dass 

a<A<6<ft<c<v 

sei,  so  dass  also  A,  |x,  v  in  dieser  Folge  nach  der  Gr5sse  auf- 
steigend geordnet  sind.  Schreiben  wir  aber  diese  Gleichungen 
unter  der  Form: 


im  Rmane< 


419 


.t 


r= 


(6_A)(c~o) 

_\6-AK>t-ft)(v-6) 
(c-6H6-a) 

(c— X)(c— |»)(V— c) 


-       (c-a)(c-6) 

bestiiDint  werden,  wobei  su  beachten  ist,  dass  wegen  der  Be- 
dinguDg 


a<A<6<fi<c<v 


offenbar 


(e-b)(b-a)       ' 

(c— t)(c— ft)(v-c) 
(c — a)(c — Ä) 

jederzeit  positive  Grössen  sind,  die  obigen  Formeln  also  flir  dr,  y, 
z  immer  reelle  Wertbe  liefern.  Freilich  ergeben  sich  ans  diesen 
Formeln,  wenn  wir  der  KQrze  wegen : 

^  _  (X— q)(j*— a)(v— fl) 

^  _  (l^b){^^b){v^b) 
^-       (6»e)(6-.a)      • 

(X~-c)(fi-c)(v-c) 
~       ^^^        (c-.a)(c-6) 

setzen,  fSr  jr,  iy,  s  die  acht  entsprechenden  Systeme  von  Werthen  : 


a:=+Vil,     iy=+VB,     J=+V« 


ar=  +Vil 


im  RauwM. 


42S 


es 

CO 


I 
I 

I 


I 

'S 

I 

I 

I 
I 

I 


I 


e 


II 


'S) 


:9 


^     ^ 


00 

9 


a 


>* 


I 


I 


V 


I 


i? 


ll 


u 

ja 
.S 


o 
« 

8 


S 


I 


CO 


^ 

o 

JM 
Q 


OD 

9 

B 
9 


S 

e 


8 


0 

a 

s 

9 


s 

5 


■S-2 

*3   S 


CO 


I 

'S 

I 

I 


I 
I 

I 

I 

o 

^^ 

I 

I 
I 

T 

I 


o 


II 


I 


J? 


I 

5? 


s- 


> 
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Ueber   bestimmte   Integrale. 

(Fortsetzung  von  Thl.  XXXTX.  Nr.  XIX.) 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettingerj 

Grossherzo^lich    Badischem   Hofrathe   and   ordenüicbem   Professor   der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Freibarg  i.  B. 


IIT. 


§.  31. 


Der   eben   in  §.30.  angegebene   Zn'eck  wird  erreicht,  wenn 
man  die  bisber  befoigfen  Metboden  mit  einander  verbindet. 

— Y^ darzustellen,  bat  man  in  der 

o 
Gleicbung  Nr.  6)  §.  2.  x  statt  z  zu  schreiben,  mit  ar*"  za  mnltipli- 

ciren  und  r  in  m  umzusetzen,  wodurch 

entsteht.    Verbindet  man   diese  Gleichung  mit    /      (Igor)'' dar,    so 
erhält  man : 

I) 

l-x      =~J     (•§«)•■  («"-Ha:— «+-+l)8a?+/    ^f_;^  . 
o  o  .  o 

Wird  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  nach  §.  19.  Nr.  1)   behau. 

delt  und  der  Werth  für   ß     (\gxyda:    aus  Nr.  14)  §.  21.     einge- 

o 
führt,  so  bestimmt  sich  das  fragliche  Integral  auf  folgende  Weise : 

Theil  XXXIX.  29 


3) 
o 

ffiemit  «timnt  dto  te  Hr.  1)  {.  82.  g«g«boiie  aligbrnrinere  GUkboDg : 
'  V  3) 

1  «■»+»-»(ig«)'d« 


/ 


1— «F 

o 

ini  ^  1r|l  11  1 

=  (-r.pq3k5{l„l)^(-)-H.^(l  +  ^ + gpp  + ....  -ip) 

übereio,  ans  der  irich  Nr.  2)  ableitet,  wenn  /i=1  wird. 

An  diese  Gleichungen  scbliesat  sich  eine  Reihe  von  Abtei- 
tnngen.  Setzt  man  nfinlich  rssl«  inssO,  1,2,..-,  so  leiten  sich 
ans  Nr.  2)  folgende  Integrale  ab : 

4) 


/ 

o 


'&'=-«('.»•=-?. 


o 


0 


/»»a^^lga:  »«205 

J      711^  ^^--6  +144' 

O 

/i£»lg^      _      TT«     6269 

0 

J        1— ar  6  ■      1  ti* 


Hierin  ist: 


ur« 


Ä(l,  I)«  =  g-  =  1,6449340668482264  .... 


k  <. 


,  4S8  .  0m4iin§€r:  iMpr  kMmrni^  IftegrmiB. 

1,  2»....  II  SU  wdmiben  «lid  sofort  4ie  sich  ergebenden  Werthe 
tu  vereinigen*    Hternacb  ist: 

8) 

•       I,  1 

11 

Beide  psrstellangen  in  Nr«  8)  dienen  snr  gegenseitigen  Controle 
für  die  richtige  Werttberecdkonng.  fietzt  msn^  nun  statt  der  a  die 
Torsablen  der  Potenzen  des  Binonüums  (l-t-ai),   so  erhfilt  man 
""  hieraus  folgende  Integrale; 

J         l-x     ^*  =-¥  +  '• 

0 

o 

/*Hl+x)'\gx^  4««     73 

J      1-x    ^^= — r+¥' 

2645 


J      1-x  -^^ — -r+i44' 

0 

ia+^)*igarQ  1675«     71447 


y  1— j?      "•'^ 3    "^  1800' 

o 

u.  s.  w. 


Aus  Nr.  3)  ergeben  sich,  wenn  p=:2,  3,  4,....  gesetzt  wird, 
folgende  Integrale: 

10) 

J      -I=P- ^^=  -  4  *(*'*>"  + 4 -^li?' 

0 


o 

u.  s.  w. 


4M 


■  ■  ^ . 
I      •  ■ 

.'•    »■»(■; 


■■  r" 


y"  T^8*     =25(1,1)»,    :, 
/'  ^|?8»  =  2«(1. 1J»^9.  ^ 


2(35 


/'^^'a«r2«(>.i)'-W' 


2B6I08 


i:ii 


«        • 


Dolreb  Vereinigung  dieser  Ausdrücl^e  entotebt: 

2) 

und  hieraus: 

/■  ''T.'^Sr'v^  4s,i,  1,.-.. 


17 
4' 


_/-(>=j5a^V=8S(i.,).- 


355 
öi"' 

7715 

164' 


U.    8.    W. 


Eben  so  erhält  man: 


3) 


woraus   sich   folgende  Integrale  nach   der  in   §.  31.    angegebenen 
Methode  ableiten: 
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U.  8.   W. 


Hierin  ist   5(1, 1)s=:],a02056i)031595942.... 

Wird  r  =  3  und  m  =  0,  I,  2,....  io  Nr.  2)  §.31.  gesetzt,  so 
gewinnt  man  folgende  Integrale: 

4) 
Jt^^-     =_6S(l.l)*  =  -g. 

1—^    ^^-"16  +  216  ' 

/^  ar^Osa?)»      _     tt^      22369 
l— a:   ^^—""16  +  3456  ' 

/^  £^(lg£)f^   _     5*      14001361 
l-o:   ^^"""  15  ■•"  2160000  ' 

u.  s.  w. 

Eben  so  ergibt  sich  durch  Vereinigung  der  in  Nr.  4)  angegebe- 
nen Kesultate: 

5) 

/••  (l~j;«)(lgj:)»  2«* 

/•'  (l^a;»)(lga;)\   _      ««  .  99 
..^  (l-or)»      <'^— -  5+8' 

/"  (1  -  a*)  (Iga;)»      _     4«*     2033 
.;  (l-arja       *''^—      T5"*"  108  ' 

/'  (1— a;»)(lga:)».    _     «^_,  874^ 
(1— a:)»      °'^—~Z  +  3456' 

/*'(!— J^+^)(lsa;)«^            (Bi+l)«*  .^   _^m-n-t-l 
^     (Uli)» 8^= 15~+®'^i  — «4  — 


iito 


.•■»i' 


- 1  .■ .  ■  t 


.  .T. 


J    T^^     =2S(i;i)»,     .. 
/\^f-'ftr=aS(I.l).-8.v 


■         I  p 


8«  =  'iS(l.l)»-^. 


:ii  I 


DnMi' Vereinignng  diea^r  Ausdriicke  mtotebt: 

2) 

und  hieraus: 


17 
4' 

355 
54"' 

7715 

564' 


U.    R.    W. 


Eben  so  erhält  man: 


3) 


woraus   sich   folgende  Integrale   nach    der  in   §•  31.    angegebenen 
Methode  ableiten: 
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a.  s.  w. 


Hierin  ist   5(1,  !)»=], 202 056 903 159 5942.... 

Wird  r  =  3  und  m  =  0,  1,  2,....  in  Nr.  2)  §.31.  gesetzt,  so 
gewinnt  man  folgende  Integrale: 


/■  T«!f »— r1+''. 

^    l_;r  ^*— 15  +  8' 


/'  a;»(lgg)»^  _   »4   1393 
l—a;  ***-   15  +  216  ' 

/•>  a:*(lsar)».._   «*   22369 
<    \—x   *"^— ""15  +  3456  ' 

/»  a:«(lga;)»^  _  »*   14001361 
0    1-a:  **^— "15  +  2160000' 

U.  8.   W. 

Eben  so  ergibt  sich  durch  Vereinigung  der  in  Nr.  4)  angegebe» 

nen  Resultate: 

5) 

/••  (l-;t«)(lga;)»  2«« 

/•'  (l-j;»)(lgjr)»,   _      «4  .99 
.<i^  (l-«)«      <'^—  5+8' 

/•>  (1  -  a*) (Iga:)» ^   _     4«*     2033 
J  (!-;»)«      *^'*'— ~15'+  108  ' 

/'  (1— a;»)(lga:)»      _      w*      87425 
(1— ar)«      **'^— ~3  +  3456' 


/»»(l_-gnH-l)(igj;)S^  (™  +  i)»*.«    ,^»»-««  +  1 

./  (l  —X)*        '^'— 15       +  *•  ''i        i»4  ~ • 


4S2  e0tiift9€r:  IMet  äMimmte  inu^rtOe. 

Eeroer: 

/'  (l-fag)«(lga)»^  16»«  .  326687 


Bieriii  ist  .9(I,l)«s^=I,0623232337111382.... 
Anc  Nr.  3)  $,  31.  erhilt  man  ferper: 

/••  j;«P+P-»(|gj;)»     _     6^(1,  D*  .   6    _»X 
^  1— a*        "* P       +p*     IM*' 


8) 

/^  j;»^^ (1 — x«>P+P)  (Ig a;)«a   _     2(bi  +  1)S(1,  1)»      2     »w-«+l 
(1— arP)«  ''^~  p'  "p'^i        M»     ' 

/'  a^-i(l—a^P+v) (Igar)»-   _     6(re-fl)S(l,  1)*      6  ^«m-a+1 
(l-a;P)«  *^^-"~  "7*  +p4''i        „4     • 

9) 


2   .,_^        ,  ^tt  1 

4 


3  2^ap„(^J*j^), 


u.  s.  w. 


< 
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Die  ZahlenausdrScke^  worauf  die  in  Nr.  7) — 9)  angegebenen 
Integrale  fiihren,  sind  dieselben ,  wie  sie  in  Nr.  l)-*6)  angeführt 
£$ind.    Hiezu  treten  dann  noch  die  vorgeschriebenen  Coefficienten. 


§.33. 

Setzt   man  x  statt  z  in  Qlr.  2)   und  Nr.  3)  §.  2.  und  verbindet 
die    hieraus    entstehenden    Resultate    mit  J     ar^>"(lgar)'*da;    und 

f     a:^"'+^(lga:)»'Sar,    so  erhält  man: 

/■  -q^'=/  ■<„.,-,i-.-^.....-.*.t/-  «fg^, 

dx 


ü 


/'  a;am-t.i(|gar)ri 

Werden  nun  die  einzelnen  Glieder  nach  Nr.  1)  §.  19.  integrirt  und 
«Verden  die  Werthe  für  die  begleitenden  Integrale  aus  Nr.  15) 
§.  21.  eingeführt,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende  Integralformen: 

2) 
•/  l-f-o;  ' 

3) 

r »  x^y^xydx  ^      _^j  j^ , ,  ^     j  _^i 

j  1  1  1 

Hiemit  stimmt  die  in  §•  22.  Nr.  2)  gegebene  Gleichung  überein, 
wornach  ist: 

4) 

l''ll  1         1  _     1 

(_)m+r+l.  __.,(I_^--p^  4-——  ....  (_)m-l__) 


HienHui  entnebmeo  sieh  Ar  rsl  .and  «»s:0, 1, 2,....  folgend 
Int^pvJe:  .      , 

teax      =_5'(i.  i).=-g. 


J      1  + 

o 

/ 

o 

/ 

o 

/ 

o 

/ 


j-j-^a«      =+12-36« 
1+»"*       ~      12  +  144' 


0 


J     T+i"*'*      -+12~3B0O' 


1  a^lgar  „,  »«  .  973 


J     T+F"*       ~'~12'»'1200' 

O 


O 

o 

Werden  die  in  Nr.  5)  erhaltenen  Ausdrücke,  um  Harmonie  i 
die  Zeichen  zn  bringen ,  der  Reihe  nach  mit  abwechselnden  Zei 
eben  verbunden,    so  entsteht: 

6) 
^i(l(_)m-em+i)|g-e^_  (m  +  1)«*.  „m.    ,„_,  m-u  +  1 

y     (T+^« ^""^ iJ— +  '^i<-> 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten : 

7) 


M« 


/'ia±£»)ig£        ««7 

J  (l+x)*    *''^—  4  "^4' 

O 
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/•t  (l-:r«)ls:r  ««47 

J  (l+a:)«    '"'-      3+18' 

O 

o 

(l+a:)«-^^--  2  +  600  • 

/»   (H-gy)ISg^    _     7««     24^ 
(l+^)«~*'*-~  12  ^"  4800  ' 


O 

a.  s.  w. 


Werden  aber  diese  AusdrOcke  der  Reihe  nacli  mit  Oo ,  —  Oi ,  a^, 
—  03,....  verbunden  und  vereinigt^  so  erbält  man: 

8) 

Hieraus   leiten   sich   folgende  Integrale   ab,    wenn  man   die  Vor- 
zahlen der  Potenzen  des  Binomiums  (\  —  x)  benutzt: 

o 
/»i    (l-ar)'lsj: ««11 

/i  (1— j:)*lgar^   _     4««      1835 
l+a:      ^'^^       r  +  T44' 


o 

u.  s.  vv. 


Aus  Nr.  4)  erbält  man  folgende  Formen: 

10) 


4» 


f '  "  r|*Jf.'^8^(-)"+^J«'(i. »«(-)"+« j^,"(-)»-»^i. 


o 

U.    8.    W. 


496  (H4Um§0r:,OH9r  be$amml9M9gr*i9*  ' 

11) 

c/     (T+^T— ar- — j^jg-  +  4:5,-(-)»-»  — j;^. 

o 

•    ■ 

J  (T+PS«"^ ^ ^n?"  +  i-Si'-C-)-*  — i;i~> 

O.   8.    W. 

'.      r         ■ 

!+«•  ***^ Äla 

1 


a«  s.  w. 


Die  Zahlenwertbe  bleiben  mit  Aasnafame    der   vo^^chriebentR 

Coefficienten  die  gleichen,  wie  sie  oben  angegeben  wurden. 


§34. 
Setzt  man  r  =  2  in  Nr.  2)  und  Nr.  3)  §.33.,  so   erhält  man: 

I) 

o 

2) 

■,  r 

Aus  Nr.  4)  §.  33.  entsteht : 

3) 

Aus  Nr.  1)  und  Nr.  2)  leiten  «ich  folgende  Integrale  ab : 
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o 


/'  T+V^^  =-2S'(l,I)»+2. 


0 


/•i  a:^(IS^)«  1549 

y  l+^r    ^^-     25(1,1)»-- ggj. 


0 


u.  s.  w. 


Durch    Verbindung    dieser    Ausdrücke    unter    sich    mit    ab- 
wechselnden Zeichen  folgert  sich  das  Integral: 

5) 
f '  (1(^^^^^%.=2(„.+1)Ä'(1.  l)3_,^.^(_).-.2Z«±i, 

O 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

6) 

0 

/»i  a~x^){\^x)^  301 

J  (l  +  o:)«  -^^=  ®*  <*'  *>  -  ST' 

o 

/»i   (H-;i:»)(ls:c)«  6366 

J        — (TF^*— ax=10S'(l.  I)»-  gjg-. 


0 

u.  s.  w. 


Eben  so  erhSlt  man: 


7) 

/»  (^o"(-')»g.g")qgg)*,_ 

Hieraos    leiten   «ich   niit   Beootsong   der  BinomiaUCaefficneDtea 
folgende  Integrale  ab:  ^ 

,  U.   8.   W. 

Aus  Nr.  4)  erhält  man  durch  Befolgung  derselben  Methode: 

9) 

/'J=?^'^a«=,-,..|.^<...,.,-,^.|.,.<-,.-.i., 

10) 

(I+a:?)«  ""^ 

O 

2(m+l)S'(l,  1)»       2  ^     ,    ,     ^wf-u+l 


/ 


11) 


1  +a:P 

o 

Hierin  ist  S'(1, 1)>  =  0,901 542 677 369 6957.... 


i 
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§.  35. 

Setzt   man    r  =  3   in  No.  2)^  3)  und  4)  §.  33. ,    so  erhält  man 
folgende  Formen: 

1) 


O 


2) 

/>l^gm+l(|g>c)»  11  ■  1  ■ 

J  1  +  x      3*=  +  ««  (»'  »)*-6(»-24+35--+(2».  +  l)4)' 

3) 

O 

Aus  Nr.  1)  und  Nr.  2)  ergeben  sich  folgende  Integrale : 

4) 
./      TT^^'^     --6S(I,l)*=-j^. 

•j      if«  "*"    120   **' 

/'  ;r»(lsar)»a   _      7»^      1231 
l+a:   "*—      120"  216' 

/•'  j:«(lgj)»^   _      7«;«     1961S 
J„  1+a:    ''^—  ~  120  ■*■  3456  ' 

/•  f»(lR^„    _      7«*      12280U1 
1+ar   ^'"~      12Ö~21«I006  ' 


u.  s.  vr. 


Durch  Vereinigung  dieser  Aosdrficke  mit  abwechselnden  Zei- 
chen erhält  man: 

S) 
woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 


m 


Oßmmtr:  Pftv  **$Ummt«  biU§rmU. 


6) 
/•'  (!-»*) (Ig jf)».^_     7«« 

/*'.<l±£^(!S*)'a,_    7««    93 

^      (i+»)«~^— ~4ir+8"' 

/•  (l-a«)(lga;)»„   ^     7««  .  1871 
^  a4*)''~^"~"W+  108' 

/•»  (l+*2K!gf)?fl,_   .7«*     79487 
<  (1+a?)«      **— ~24  +  3466' 


Ferner  erbllt  niMi : 


n.  a.  w. 

7) 


•5  1  +  « 

7«* 
s  -  (Äo-a.)  fjjs  +  6-g,-«»(^i"(-; 


)-» i). 


Dies  fthrt  sa .  folgenden  btegralen: 

8) 


•  /•  >  (1 -.g)  (Iga:)«      _      7«4  .  - 

/•'  (l-a;)«(lga;)«^   _      7jt*     141 
J  1+a:        "^-  —  30  + 


8  ' 
2191 


/••   (l-a.)»(lga;)»       _      7«^     

«5  l+a:         «'^-—  15  +  54  • 

■297983 


/••    (l-£4K!g^fl     _       14«*  .  2 

^  I+a;        «'*--  15   +- 


3456  ' 


n.  s.  Vf. 


Ferner  erhSlt  man  auf  dieselbe  Weise  folgende   Integralfo 

men  aus  Nr.  3) : 

9) 

/»    a;>-l(l(— )wa;ini»-h')(|ga:)» 
(l  +a:P)«  "^"^ 

_ _ (m+l).7^      6  ^     ,_      , rn-u±\ 


10) 


./  1  +  ^P ^^ 

(2:o'"«i«)'7«* ,   6  „  ^^    .    V     ,1. 


Aach  hier  lassen  sich,  wie  in  §.  31.  — 35<  geschah,  aus  der 
Gleichung  Nr.  5)  $.22.  noch  «ndere  Inte^ale  ableiten.  Ihre  Dar- 
Btellnog  unterliegt  aber  nach  dem  früheren  Vorgänge  keiner  nei- 
teren  Schwierigkeit.  Deswegen  werden  sie  hier  and  auch  kfinftjg 
nicht  weiter  berücltsicbttgt. 


§.  37. 

Setzt  man  r^2  und  in  =  0, 1,  S 
ben  sich  folgende  Integrale : 


1) 

f    l!^'*     =2S(1.2)'. 
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J      ~l—a»  "*      ^*^* '  2)'  -  27  • 

>•  xH\g^)*  7054 

y         1_^«    8a:  =  25(1.2)» -3375, 

/••  ^«(lg.T)«  2426272 

./         l-a:»    S;r-2«(l,2)»-2i    (jju-l)»- 
Hieran  schliessen  sich  durch  Summimng  folgende  Integrale: 

l'^'^^^^     =4r(1.2).-2,      - 

/■^-^ii^'a^    =e5(i,2).-f. 

-f  (1  -««)•     ^"^     -8Ä(1,  2)  -  3375  . 

/•»  (l-a;to)(lga:)«        _  3187348 

^  (l_a:«)«~^^    =*0S(l,2)»-^^g75, 


^        ■     (l-a;»)« öa;_2(m  +  l)  S(l,  a:)»-2-S^  ^^i^ZT) 


-«+1 

8' 


Ferner  ist:       "^ 

3) 


^U.:V:^^ll^«g^^2(2i««.u)S(1.2).-2^,»«^^^ 

woraus^  sich   mit  Hülfe  der  Binoniial-Coefficienten  folgende  Inte- 
grale ableiten: 

4) 
r^--*^^'8.=  4S(1.2)»_2, 

./      r=^« aa:=  85(1.2)»-- 27-. 


.r^^±S^^l%.=16S(1.2)»- 
y-.(l±|^.)«e.=325(1.2)»- 


tö304 
3375  ' 

7154272 
'    ^  1-:.»    -'^^^'^-'^t'» '-'>'-  231525' 

U.    S.    Vf. 


4       (i-x'y  -.«('.') -32 

/•■  I (!-:««) (Ib:»)%.  _   ,,,    ,,,     355 

y       (I -:,«)«        '"  =   S(l,  1)'-JJ2. 

^         (I— ^v 


355 
432' 
7715 


7) 


y-e(l+^VIS£f8,=2S(l.l).. 


4»? 
"216' 


^        I— i"  ~     240  +  128" 

/•'  i'(lg«)'.  _      «i      1393 

^  T^»  "■'  — ~2J0''"3456" 

/•■  »'•(Ig/t)',.  _      »•    .22369 

y        l_^"  '*  =-240  +  58559' 

^         I-:,»     °^=-24Ö+'-^  ii- 
Ferner  erhält  man ; 

6) 

/•■  i(l-»»)(l8ii:)', ^3 

J  0—"')'  120  +  8' 

/•■  a;(l-»»)(lg:»)', ■!?.«! 

^  (l-i«)'      "*  — ~80+12S' 
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Hier  kann  J9  =  0,  l,  2  sein.    Werden  die  einzelnen  Glieder 

1  ^     8     ^^  "*^** 

o 

Nr.  8)  §.  2J.  bestimmt  und  die   bieraas  folgenden  Werthe  eioge- 
fiihrt,  so  erbält  man  folgende  drei  Integral  formen : 


/ 


2) 

1  x^'^iS^xY 


dx 


1— a:» 

o 


f 


3) 

1     a;8lH-l(|ga;)r 

1— ar» 


dx 


(-r.MiS(2.  3)'+H-X+^  l"M^i+  5^1  +  ...■  (3^ijH3). 


/ 


4) 

1— .T» 


8ar     V 


lr\^  lr\^  1  1  '1 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  fSr  r  =  1   und  m  =  0, 

m  •  £  y  %  *  •  •   an . 

5) 

II 

0  * 


O 

/^  ar^lcar^  1 


'  j 


y'S^J^'s«  =2S(2.3)', 

J     -I^:3i-8^=^S(i.i)'. 


=(H-4.|-US.(2,3)-+.,_,MM.(^.-gl,+jl.,..+^j-J_), 

S) 


1     .     1 


Hieraus  «rgeben  «ich  folgende  Integrale,  wenn  it=I,  »ii=0, 

1,2,3 gesetzt  w\xi; 

9) 


/"J|i,8»= -«•(!,  3)», 

/>  xHzx  I 
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y*'r?^^^=   s'(i.3)«-i. 


0 


/■f^v>=  *<-^.»'--l 


«t 


'^^«•Iga:«    _      «• 


J       !+«»"•'"     108~9' 
J  '  ^^38^=  -  Ä'  (2.  3)«+  ^* 

0 

/ 


100' 


!+«»"*""    108^12 

O 

/l  :rl^l<r:r  361 


U.    S.    Vf. 


Wird    r  =  2,    m  =  0,  ] ,  2^  . . . .    gesetzt,    so  erhält  man    fol- 
le  Integrale: 

10) 


/'m3^*     =     2Ä'(1,3)». 

Ü 

y'T^8^=     2S'(2,3)». 


II 


f^t^^dx^-iS'H,  3)» +  2, 

O 

o 
leil    XXlttX.  V  31 


46B  O0iiiä§tr:  0$ä€r  kntlmmiä  Jmte§naM. 

O 

o 


y*'  ^^^'^=-'^<^'  ^'+ 


10976* 

7gj3 
32000' 

IL'  8.  W. 


Die  Werthe  flir  5" (1,3)*,  S'Q^S)*,....  «ind  in  §.  27.  angegebei 

■ 

Man.  Icann  diese  Entwiekelangaweiee   weiter  fortffibren  o» 
liiezu  die  Gleichongen  des.  {« 2.  and  dee  §,  21.  benutsen.    Hai 

eriiält  fllr   I       — f^^t — ^  folgende  Integralforihen : 

11) 

=(-)r P  I  » 5(1. 4)r+. (_)r+I ir  ,  1(1  +  g^-^  +-»_+ ....  ^j^^.) 

t/  1— "JT* 

o 


/ 


1  ^*»f«(Jg«)r  g^  , 

1  — ÄJ* 


=(-)'l'.'S(3,4)'+.(-)'+'IM.(^  +  ^+....  ^j_ij_p> 


/ 


*  a;*»+'(lgx)'- 
1-a^     ^^ 


=(-)'li*«a.i)'+H-)rf»^\i+^,+^,+....^,). 


i 
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12) 
1 1  a;*    ^^  =  ^~^'^'"  1' "  'S'  (1 .  -*)'+' 

/■ ')m-|-r-l-l  Ir  I  1  /l  _  _i_  +  _JL / '»m-l ■» 

l     ;   T-r    1   I    ^1      5r+l+9r+l      "•  ^     ^        (4m-3)H-i^' 

1  _r^        ^X  =  (-)'»+r  Jr  I  1 S'  (2,  4)'+» 

"^T+y^^  =  (-)"•+'  1'  I  »  S' (3,  4)'+» 


In  Nr.  12)  ist  nicht  zwischen  einem  geraden  und  ungeraden 
unterschieden.     Geschieht  diess,    so  entstehen    acht  Integral- 
rmen. 

Auf  dieselbe  Weise  kann   man  mit  der  gleichen  Leichtigkeit 
e  Integrale     /''?'^iJ?^V     /"  ^  ^'"+nig^)^g 

o  o 

»stimmen.     Das  allgemeine  Fortgangsgesetz  erkennt  man  leicht 

is  den  angegebenen  Darstellungen.    Diese  Integrale  führen  auf 

e    reciproken    Potenzreihen    mit    gleichen    und    abwechselnden 

wichen,    welche  einer  und  derselben  Zunahme   zugehuren.     Da 

I  Frühem  gezeigt  wurde,  wie  die  Summen  dieser  Reihen  mit 

»liebiger  Schärfe  gefunden  werden  können,   so  ist  auch  das  Ge- 

tz,   wornach  alle  hierher  gehörigen  Integrale  bestimmt  werden, 

^geben,  und  das  vorliegende  Problem  ganz  allgemein  gelöst. 

Wir  wenden  uns   nun   zur  Darstellung  einer  andern  Art  hier- 
;r  gehöriger  Integrale. 

§.  42. 
Verbindet  man  die  Gleichung  Nr.  1)  §.  16.  mit  /      a?•«^  P  (lga:)»*8ar, 

o 

erhält  man: 
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i>  0 

V     l+«+>*'^~'^  ''   \ö»+l)HJ '  (p+4)H-i+"(3m-Kp-2)»+'/ 

o 

I 

Wird'  YT — jTZi  ^b   Reihen  mich  dee   eteigmiden  Potenzen 

Ton  X  entwicicelt  und  mit  /      (\gacy9x  Terbnnden,  ;bo  entstellt: 

o 


0  <> 


o 
=  i-y  1^  •  *  ((7qr[)r+i  +   (p  +  4)r+i  +  (;,  +  7r+l  +  •-) 

=  (-.)r  Ir  I  1  Ä(p  +  1 ,  3)r+l  (_)r+l  Ir  |  1  «(^  4.  2,  ZY^K 

Setzt  roan  nun  für  p  die  Werthe  0,  1 ,  2  in  Nr.  1)  und  2)  und 
verbindet  die  hieraus  sich  ergebenden  Resultate  in  schicklicher  Ord- 

# 

nung,  so  erhält  man  folgende  drei  Integralformen : 

3) 

f  *  T?£l'x^  =  ^-^'  M » S(  l ,  3)'-+>  (-)r+i  im  S(2. 3)r+i 
o 

1  I  1  1 

(      r  •  l*"      (2r+i  +  5r+l  +  gr+1  +  ' ' '  -(S,,!  _  1)^+1^' 


s 


/ 
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4) 

1  1        J  1^ 

5) 
o 

J_    J_     J_        1^ 

(— )r+l.  Ir  1 1(^-^  4-  ^^^  4.  ^^^^+  ....  ^3^^^4.i) 
(-)'•.  M  1  (_-^^+^_j-j4.__4. ....  ^-^___- ). 

In  der  Darstellung  Nr.  5)  beginnt  die  Reihe  S{i,  3)''+i  nicht 
mit  dem  ersten  Gliede  (.  J),  eben  so  nicht  das  vierte  Glied.  Zählt 
man  daher  (— )»'+^l'' 1^1.  (—)'".  l»"!^.  1=0  in  beiden  zu  und  ab,  wo- 
durch sie  ergänzt  werden^  so  geht  Nr.  5)  über  in : 

6) 

V\^  1  1  1 

('~)''+*3?+i(l+97fi  +  gpqii  +  —  ^r+i)        , 

(— )'' .  ^  I  Hl  +  jFfi  +  7?+i+....  (s^qn^+i)' 

Hieraus    ergeben    sich    folgende    Integrale^    wenn  r=l  und   . 
/ii  =  0,  1,'2,....  gesetzt  wird: 

7) 


o 
o 


40« 
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f 

/ 

0 

/ 


/ 
/ 

/ 


x^lgx 


3 


j:j:^^8a:  =  -  S(l,3)«  + S(2,3)H  j» 


l  +  ar+^r"^"- 


l+«+ar* 


£ÜS*    ;*-._ 


l+a?  +  «* 


8a;  s= 


«(2.3)«+ g+|. 
g  +  «{l,3).-|g. 

-SC1.3)»  + 5(2,3)*+^, 

»*      1334 

-5(3.3). +  5+^. 

ff*  2IS5 


O.      8.      W. 


Wird  r=2,  m=rO,  1,  S,....  gesetzt*  so  erhält  man  folgend« 

Integrale: 

8) 


/ 


O 


'^^,  =.S,U,.-.S(^3,.=  ^3 


0 
0 

f 


0 


l+ar+ar«  ""8lv3""  4' 
-yq^qp^-.2Ä(2.3)»-,^Ä(l,l)3^— , 


/ 

0 

7     Tfi"+T«"  =  27  *(''  l)»-2Ä(l.o)''  + 

0 

/ 

o 


mi 

864  ' 


i:r6(lgar)«aa; 


8jr3        7061 


l+:r  +  :r«  ■~81V3       4000' 


u.     s.     w. 


Die  Werthe  für  5(2,3)«,  Ä(2,3)2....  sind  in  §.27.  angegeben. 

Euler  hat  (Integr. •  Rechn.  Bd.  IV.  p.  141.)   folgendes   hiehei 
gehörige  Integral: 
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0 

angegeben.  Es  findet  sich  auf  folgende  Weise.  Nimmt  mau  das 
zweite  Integral  in  Nr.  7)  doppelt  und  zählt  es  zu  dem  ersten,  so 
erhält  man: 


=:-Ä(l,3)«-S(2,3)«-g^  + 


54 


«« 


=-S(l,3)«-S(2,3)«-.S(3,3)H  jg 

wenn  man  Nr.  3)  §.  24.  berücksichtigt.  Man  ist  überrascht,  mit 
vrelcheni  Scharfsinne  Eulcr  bei  den  ihm  zu  Gebote  stehenden 
IVIitteln  in  diese  ^  Integrale  eindrang.  Auf  dieselbe  Weise  erhält 
man  aus  dem  4ten  und  5ten  Integrale  in  Nr.  7) : 

10) 

/i  3?8(H-2a?)lgar_       fL*  ,   37 
l+i  +  a:«     "~        9+36' 

0 

u.     s.     w. 


§•  43. 

Wird  in  der  Gleichung  Nr.  1)  §.  17.  zwischen  einem  geraden 
und  ungeraden  m  unterschieden,  also  2m  statt  m  und  2m-f  1  statt 
tn  geschrieben ,  und  werden  die  hierdurch  entstehenden  Resultate  mit 

/     3fi^^v{\^xydx       und         /     x^^■^v^r^(}^xy^x 

0  0 

verbunden  und  integrirt,  so  erhält  man  : 

O  0 

o  0 


4S4  »ttnn§tr:  iMtr  tetUmmtt  iHUfralt. 

-(—y^ .  1'  I » ((p+ay+i  -  (p + 5)rfi  I  (1^-8)»+»  •••■"(6B.+P-1H 

(_)•+!  .im  (jp^jj^,  -  (p + 4)'+»+(p + 7)»+»  •"""  (6»-!^»— 2)N*)' 

O  0  . 

I 

_  « 

= (-)'  •  1' '  *((p  +  2)4*  -  (p  +  6)r+i  •  (p-f«)'+»'"  •• '  (6iirtp+^N3  J 

o 

t 

I 

(— )'■  •  l"" '  *  ((p+l)r+i  —  (p  +  4)H-i  +  (]hj:7)HP'- + (6m+;)+l)'-43J- 

Wird  auch    1 jr — 2  '"  ®'"^®  Doppelreihe  nach  den  steigen- 

den  Potenzen  von  x  entwickelt,  mit    /      {\gx)^dx  verbunden  und 
integrirt,  so  entsteht: 

3) 

o  o 


/    Og^ 


)r  (a:P+i  —  arP+*  +  a:P+^  —  ....) 


—  (ar-0 +  «-»«  + a;-"....  ar-*^) 
zu  Grunde  und   rerbindel  sie  mit    /       x*"*f(\gxy8x,    so  erhält 
man; 

f '  A+l'+S^'^ = /"de»)'  (»•»»»-•  +  xu^r-i' ....  xf+äja« 

=  (-)' ■  1'  I  '  (, pqj. ;jj,+i  +  (p  +  üjr+i  +  •  ■  •  •  (6S+^=3J-r+l) 
/>■      »P(]g»)'- 

Entivickelt  man   i  ■    a  ■  3.4  '"  *'"*  Reihe  nach  den  stetgea- 
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1   Potenzen  von  x  und  verbindet  das  hiedurcb  entstehende  Re- 
tat  mit    /       arP(lga;)'"9.r,  s6  erhält  man: 


O 


o 
=  (-r  .  ^'•\(^  +  l)r+l  +  (p  +  7)r+l+(7+13)H^  •  V 


— y+i.M/^-Ts 


=  (-)»•.  M  1  S(p  +  1,  6r+l  (— )r4-l.lr  I  1  S(;,+3,  6)'"+l. 

Setzt  man  nun  /?  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  in  Nr.  1)  und  2)  und  ver- 
det  die  hiedurch  entstehenden  Resultate  mit  einander^  so  er- 
>en  sich  folgende  sechs  Integralformeu : 


3) 


1  x^^(}^xy  ^  _ 


1    :g6w4-l(|pr;g)r       ^ 

1  +  a:*  +  ^*^^  ~ 


1   ^6mf  2(|g^)r       ^ 


Mi 


H^  1^ '  ^  Ä(l,6)r+i  (_)r+i  __  s{h  2y+i 

Ir  I  1  1  1 


^p  •  •  •  • 


(6m— 5)'-+ 
I 


), 


3r+iv-    .  3r+l  T  gr+i  T    •..  (2m_  l)r+l 

4) 
— )••  .Ml  Ä(2,  .6)''+i  ( -  )r+i  Ir  1 1  S(4, 6)'-+i 

— )r+i  .1^1  ^^^p^  +  gH^i  +  •  .•  +  (ö^zr4)Hri j 
5)      . 

l'^ll  1  1  1 

■"^'^^^•FTi^*  +  W^i  +  5H^i  +  ••••  (2iii-.l)'"+i) 
"^'•*"  VV5H^  +  UHFi  +  ••••  (6m -1)^+1/ 


/ '  irSfe'-"-  ■"*■")' + k  s(i,  1)'=-  «(«)' + ^. 


-/' 


(\gxy  (icr+i  +j:p+'^  +  xP+^  +  ....)dx 


Wird  nun  p  =  0,  1,3,3  gesetzt  uod  nerden  die  DuthigeD  Ent- 
wicbelvDgen  gemacht,  so  erhält  niaa  zur  Bestiramun;;  des  vorlie' 
genden  Integrals  TolgeDde  vier  Formen: 


Thc^ijoioax. 


CrruMhert  ArdL 


I 


GnuurtAr^ 


l 


J.  i'  • 


V 


ti 


A 

?        i 


t.i 


■-  r-   1 


/V^ 
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